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LỜI NÓI ĐẦU

Giáo trình Cơ học cơ sở tập 1 phần tĩnh học đã được xuât bản năm 2007. Đê 
phục vụ cho yêu cầu giảng dạy ưà học tập, chúng tôi cho xuât bản cuốn sách 
Cơ học cơ sở tập 2 phần Động học và Động lực học.

Theo Quyết định của Ban giám hiệu Trường Đại học Kiến trúc Hà Nội, từ 
năm 200S sinh viên sẽ được đào tạo theo hệ thông tín chỉ. Do đó thời lượng 
dành cho các môn học lại một lần nữa được rút gọn. Môn Cơ học cơ sở gồm hai 
học phần: Cơ học cơ sở 1 (Tĩỉìh học) dành cho các ngành: Xây dựng, Công 
trình ngầm, Kiến trúc, Quy hoạch. Vật liệu, Đô thị, Quản lý xây dựng đô thị 
với thời lượng 30 tiết. Cơ học cơ sở 2 (Động học và Động lực học) dành cho 
ngành Xây dựng, Công trình ngầm với thời lượng 45 tiết. Vì thời lượng giảng 
d ạ \  trên lớp còn ít, nên khi biên soạn cuốn Cơ học cơ sở tập 2 này, chúng tôi cô 
gắng trình bày các vấn đề khá ti mỉ. đưa vào nhiều ví dụ minh họa, nhiều bài 
tập với các dạng khác nhau đè sinh viên có thể tự nghiên cứu và rèn luyện ở 
nhà. Đặc biệt, đẽ đáp ứng nhu cầu học tập của các sinh viên khá giỏi và phục 
vụ cho công tác bồi dưỡng thi sinh viên giỏi, thi Olympic Cơ học toàn quốc 
hàng năm, chúng tôi đưa vào phần lý thuyết một sô nội dung nâng cao và 40 
bài tập chọn lọc, trong đó có nhiều bài là đê thi sinh viên giỏi của Trường Đại 
học Kiến trúc Hà nội, đề thi Ol\mpic Cơ học toàn quốc những năm trước đây.

Cuôn sách này là tài liệu cần thiết cho sinh viên Trường Đại học Kiến 
Trúc Hà Nội, đồng thời củng là tài liệu tốt cho sinh viên các trường đại học 
kỹ thuật khác.

Chúng tôi xin chăn thành cám ơn Ban giám hiệu, Ban chủ nhiệm khoa Xây 
dựng và phòng Quản lý khoa học Trường Đại học Kiến Trúc Hà Nội đã tạo 
điểu kiện thuận lợi đê cuốn sách được xuất bản.

Chúng tôi cũng chân thành cảm ơn các đồng nghiệp đã đóng góp ý  kiên và 
giúp đỡ trong việc hoàn thanh cuốn sách.

Vi thời gian biên soạn cuốn sách có hạn nên chắc chắn còn thiếu sót, chúng 
tói mong muốn nhận được ý  kiến đóng góp của các bạn đồng nghiệp và các em
sinh vién.

Mọi ý  kiến xin gửi vế phong Quản lý khoa học Trường Đại học Kiến Trúc
Ha Nội.

PG S. TS Đ ặ n g  Q u ố c  L ư ơ n g
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ĐỘNG HỌCm m

MỞ ĐẦU ĐỘNG HỌC

Động học là phần thứ hai cùa cơ học cơ sờ. Động học nghiên cứu chuyển động của 
vật thè về mặt hình học, khôrm quan tàm đèn nguyên nhân gây ra chuyển động, cũng 
như nguyên nhàn gây ra sự biến đổi chuyển động của chúng, v ề  một phương diện nào đó, 
động học được xem là mở đầu của đòng lực học, vì nó xác lập nên những khái niệm và 
sự phụ thuộc động học cơ bản. Những khái niệm và sự phụ thuộc này rất cần thiết khi 
nghiên cứu chuyển động của vật thè dưới tác dụng của lực. Khi nghiên cứu động học ta cần 
hiểu rõ những khái niệm sau đây:

1. Hệ quv chiếu

Chuyển động của vật thể hoàn toàn có tính chất tương đối, phụ thuộc vào vật lấy làm 
mốc để theo dõi chuyên động. Ví dụ mòt người ngồi trên tàu đang chạy là đứng yên so với 
tàu nhưng lại đang chuyển động so với ngòi nhà bên đường. Như vậy để mô tả chuyển 
độns của vật thể ta phải chỉ rõ vật lấy làm mốc, vật lấy làm mốc đê theo dõi chuyến động 
cúa vật thể chuyến động được goi là hệ quy chiếu. Đê thuận tiện cho việc tính toán, ta 
thường gắn vào hệ quy chiếu một hệ tọa độ. v ề  sau này đê đỡ cồng kềnh người ta 
thườns lấy ngay hệ tọa độ đó làm hệ quy chiếu.

2. Khóng gian và thời gian

Chuvển động của vật thê diẻn ra trong không gian và theo thời gian. Thực ra không 
gian và thời gian là hai dạng tốn tại khách quan của vật chất, chúng phụ thuộc vào 
chuvểrr động cụ thể của vật chất. Trong Cơ hoc cơ sờ để đơn giản ta xem không gian và thời 
gian không phụ thuộc vào chuyển đóng của vật kháo sát, gọi là không gian tuyệt đối và 
thời gian tuyệt đối.

Khống gian tuyột đối được hiểu là khỏng gian Ơcơlit 3 chiều trong đó lý thuyết hình 
hoc ơcơlít đươc nghiệm đúng. Đơn vị cơ bản để đo độ dài là mét.

Thời gian tuyệt đối được hiểu là thời gian trôi đều từ quá khứ đến hiện tại tới 
tương lai, không phụ thuộc vào hệ quy chiếu cũng như không phụ thuộc vào chuyên 
đông cùa vật thể. Đơn vị cơ bản để đo thời gian là giây. Đối với các vật thể chuyên động 
với ván tốc nhó thua nhiều so với vân tốc ánh sáng (khoáng 300.000km/s) tức là các 
chuyến đóng cơ học trong kỹ thuát, các khái niệm này hoàn toàn có thế chấp nhân được

5



3. Mô hình của vật thè chuyên động

Trong động học đê nghiên cứu chuyển động của vật thể ta dùng hai mô hình: Động 
điểm và vật rắn chuyển động.

Khi nghiên cứu chuyển động của vật thể, nếu kích thước của nó không cần chú ý 
đến, ta có thê biểu diễn vật thể bằng mô hình động điểm. Động điểm là điểm hình học 
chuyển động trong không gian và theo thời gian. Nếu phải để ý đến kích thước của vật, 
nhưng có thể bỏ qua tính biến dạng của nó, thì có thê biểu diễn vật thể bằng mô hình 
vật rắn chuyển động. Nếu vừa phải chú ý đến kích thước của vật và tính biến dạng của 
nó, thì không dùng được hai mô hình trên. Đó là đối tượng nghiên cứu của cơ học các 
môi trường liên tục.

Dựa vào hai mỏ hình trên, động học được chia thành hai phần: Động học điểm và 
động học vật rắn. Động học điểm nghiên cứu chuyển động của vật thể dưới dạng mô 
hình động điểm. Động học vật rắn nghiên cứu chuyển động của vật thể dưới dạng mô 
hình vật rắn. Việc nghiên cứu động học điểm ngoài ý nghĩa tự thân của nó, còn nhằm chuẩn 
bị cho việc khảo sát chuyên động của vật rắn.

Nội dung nghiên cứu của động học là xác định vị trí và các đặc trưng hình học 
chuyển động của điểm hay vật rắn vì vậy ta phải hiểu các khái niệm sau:

- Thông sô định vị là thông sô xác định vị trí của điểm hay vật rắn trong hệ quy 
chiếu đã chọn.

- Phương trình chuyển động là biểu thức liên hê giữa các thông sô định vị với 
thời gian.

- Vận tốc chuyên động là đại lượng biểu thị hướng và tốc độ chuyển động của điểm hay 
vật rắn ở thời điểm đang xét.

- Gia tốc chuyển động là đại lượng biểu thị sự thay đổi của vận tốc theo thời gian. Gia 
tốc chuyên động cho biêt tính đều hay biến đổi của chuyên động.
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Chương I 

ĐỘNG HỌC ĐIỂM

1.1. KHẢO SÁT CHUYỂN ĐỘNG CỦA ĐIEM b ằ n g  p h ư ợ n g  p h á p  VÉCTƠ

1. Phương trình chuyển động

Giả sử động điểm M chuyển độns trons không gian, lấy một điểm o  cố định vẽ véctơ 

r =OM  . Vị trí của điểm M sẽ hoàn toàn được xác định nếu biết được r . Vì vậy, ta gọi 

véctơ r là véc tơ bán kính định vị cùa M trong hệ quy chiếu. Khi M chuyển động r sẽ
thay đổi về độ dài và hướng, do đó nó sẽ là hàm của thời gian t.

r = r(t) ( 1. 1)

Biểu thức trên là phương trình chuyển động của động điểm viết dưới dạng véctơ.

Quỹ đạo của động điểm trons hệ quy chiếu là quỹ tích của động điểm trong hệ quy 
chiếu ấy. Phương trình (1.1) cũng là phương trình quỹ đạo của động điểm dưới dạng 
tham số. Nếu quỹ đạo của điểm là thẳng thì chuyển động gọi là chuyển động thẳng, nếu 
quỹ đạo cong thì chuyển đôns eoi là chuvển động cong.

2. Vận tốc của điểm

Giả sừ tại thời điểm t động điểm ơ vị trí M, được xác định bởi véctơ bán kính định 

vị r . Tại thời điểm t' = t + At. trong đó At là đại lượng rất bé của thời gian, động điểm ở

vị trí M' được xác định bởi véctơ r ' . Ký hiệu: Ar = r ' - r  = MM’.

Hình 1.1
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Véc tơ Aĩ mô tả gần đúng hướng đi và quãng đường đi được của M trong khoang
Ar

thời gian At. Véc tơ Ar gọi là véc tơ di chuyển của động điếm và véc tơ — - được gọi la

vân tốc trung bình của động điểm trong khoảng thời gian At.

—• Ar 
v‘b ~ At

Véc tơ này mô tả gần đúng hướng đi và tốc độ của điểm M trong khoảng thời gian At 

kể từ L Nếu At càng nhỏ thì độ chính xác càng cao. Do đó, ta định nghĩa véc tơ vận tốc 
tức thời ở thời điểm t của động điểm M là véc tơ:

V = lim v,h = lim — = — ;
At—»0 At-»0 At dt

Như vậy, vận tốc của M tại thời điểm t là đạo hàm bậc nhất của véc tơ định vị theo 
thời gian:

V = r ( 1 . 2 )

v ể  mặt hình học véc tơ Ar và vtbnằm trên cát tuyến M M ’ vì vậy khi At —» 0 thì véc

tơ V phải hướng tiếp tuyến với quỹ đạo của động điểm và thuận theo chiều chuyển động 
của động điểm. Đơn vị đo vận tốc là mét/giây, ký hiệu m/s.

3. Gia tốc của điểm

Giả sử tại thời điểm t vận tốc của M là V, tại 

thời điểm t’ vận tốc của M là v '.Đ ạ i  lượng 
Av = v' -  V cho biết sự thay đổi của vận tốc điểm 
M trong khoảng thời gian At. Đại

lượng Wlb = — cho biết sư thay đổi trung bình 
At

Hình 1.2
của V trong khoảng thời gian At được gọi là gia 

tốc trung bình của M tại thời điểm t. Đại lượng này càng chính xác nếu At càng bé. Do 
đó ta định nghĩa gia tốc của điểm M tại thời điểm t là:

W = lim = = — .
At—»0 At dt

Như vậy, gia tốc của điểm là đạo hàm bậc nhất của vận tốc và là đạo hàm bậc 2 của 
véc tơ bán kính định vị của điểm theo thời gian:

W =  V =  ĩ (1.3)
Vì véc tơ Av bao giờ cũng hướng vào bể lõm quỹ đạo. Nên véc tơ W cũng hướng 

vào bề lõm quỹ đạo.
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4. Nhận xét chuyển động của điểm nhờ véc tơ W và V

a) Tính chất của quỹ đạo

Xét tích có hướng VAW

Nếu V A W = 0 thì V, w cùng phương, chuyển động là thẳng.

Nếu V A W * 0  t h ì  V, w  không cùng phương, chuyển động là cong.

b) Tính đểu hay biến đổi của chuyển động

Xét tích vô hướng: V.W

, ~ , dv2 d(v)’ „  dv _Vì V = (v) nên ta có 2v.—-  = 2v.w
dt dt dt

Vậy nếu V. w = 0 điểm chuyên động đều.

V. w > 0 điểm chuyển động nhanh dần.

V. w < 0 điểm chuyên động chậm dần.

Có thè biểu diễn tính đểu hay biến đổi của chuyển động như trong bảng 1.1.

Bảng 1.1

Ưu điểm của phương pháp véc tơ khi khảo sát chuyển động của điểm là ngắn gọn, 
thường đươc dùng trong chứng minh lý thuyết. Tuy nhiên, nhược điểm của nó là không 
cho ta các cóng thức tính giá trị vận tốc, gia tốc của điểm.

Nhươc điểm này sẽ được khắc phục nếu ta dùng phương pháp tọa độ Để Các và
phương pháp tọa độ tự nhiên dưới đày.

1.2. KHẢO SÁT CHUYỂN ĐỘNG CỦA ĐIỂM b a n g  p h ư ơ n g  p h á p  t ọ a  đ ộ

ĐỂ CÁC
1. Phương trình chuyến động của điểm

Khảo sát chuyển động của động điểm M trong không gian. Lập hệ tọa độ Đề Các 
vuông góc Oxyz. Gọi tọa độ của M trong hệ tọa độ đó là X, y, z. Vị trí của M sẽ hoàn toàn
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được xác định nếu biết được ba tọa độ này. Ta chọn 
X, y, z là các thông số định vị của M. Khi M chuyển 
động các tọa độ này sẽ thay đổi theo thời gian, do 
đó phương trình chuyên động của M là:

X =  x(t), y = y(t), z =  z(t) (1.4)

trong đó: x(t), y(t), z(t) là các hàm nào đó của 
thòi gian. (1.4) cũng là phương trình quỹ đạo của 
điểm dưới dạng tham số.

2. Vận tốc của điểm

Nếu gọi T, J , k là 3 véc tơ đơn vị tương ứng trên 3 trục tọa độ Ox, Oy, Oz ta có:

r = xi + y j + zk

Theo (1.2) vận tốc của điểm:

V = r = X1 + ỷ j  + zk (1.5)

Do đó hình chiếu của véc tơ vận tốc V lên 3 trục tọa độ là:

vx =x; vy =ỷ; vz =z

Độ lớn của vận tốc V = yjx2 + ỳ2 + Z2 gọi là tốc độ của điểm.

Hướng của vận tốc được xác định nhờ các côsin chỉ phương:
V v y V

cos(Ox,v) = — ; cos(Oy,v) = — ; cos(Oz,v) = —
V V V

3. Gia tốc của điểm

Theo (1.3) gia tốc của điểm là:
dv d -  -  -

w  = — = — (xi +ỳ j +zk) = xi + ỹ j + zk ( 1.6)
dt dt

Hình chiếu gia tốc lên ba trục tọa độ: wx = X ; wy = ỹ ; w = Z

Độ l ớ n  cua gia tốc: w = + ỹ 2 + Z2

Cósin chỉ phương của véc tơ gia tốc:
w _ Wy _ w

cos(ox,w) = — ; cos(oy,w) = ——; cos(oz,w) = —í- 
w w w

Ví dụ: Xác định quỹ đạo, vận tốc và gia tốc của điểm giữa M của thanh truyển AB,
của cơ cấu tay quay thanh truyền.

Biét OA = OB = 2a và tay quay OA quay đều quanh o  với vận tốc góc co (hình 1.4). 

Ban đầu OA = Ox
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Bài giải:

Để khảo sát chuyển độnơ của điểm M ta lập hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ. 

Giả sử tọa độ của M là X, y. Từ hình vẽ ta có:

X = 2a cos (p + a COS (p = 3a COS cp 

y = a sin (p

Thay (p = tot ta được phưons trình 
chuyển độnơ của điểm M:

x = 3 aco sco t,  y = asincot.

Từ đày suy ra:

x y •_—  = COS (út, — = sintot .
3a a

X 2 /Yx2Bình phương hai vế rồi công lai ta đươc: (— ) + (—) -  1
3a a

Vậy quỹ đạo của M là elíp với các bán trục là 3a và a.

Vận tốc của M: Vx = X = -3acosincot , Vy = ỷ = acocoscot;

V = Ậ 2 + ý 2 = acoV8sin: cot + 1 

Gia tốc của M: w  = X = -3aco: coscot , Wv = ỹ = -ato2 sincot;y

w  = yjx2 + ỹ: = aor V icos '2 cot +1 = (02r

1.3. KHẢO SÁT CHUYỂN ĐỘNG CỦA ĐlỂM b a n g  p h ư ơ n g  p h á p  t ọ a  đ ộ  

T ự  NHIÊN

Trong trường hợp đã biết quỹ đạo chuyển động của điểm, ta thưừng dùng phương 
pháp tọa độ tự nhiên để khảo sát chuyên động cùa nó.

1. Phương trình chuyển động

Thông số định vị: Lấy mót điểm o  tuỳ ý trên quỹ 
đạo làm điểm gốc, quy định chiều dương để tính cung.

Gọi OM = s' là tọa độ cong của động điểm trên quỹ 
đạo. VỊ trí của M hoàn toàn đươc xác định nếu biết s'.
Đó là thông số định vị của M trén quỹ đạo.

Phương trình chuyển động của M là S = ? ( t ) .

Chú ỷ: S nói chung là mót lượng đại số, nhưng nếu chiều chuyển động không đổi và
chon ngay chiều đó làm chiều dương thì ?  luôn luôn dương nếu chọn o  nằm về phía
dương của quỹ đạo. Tọa độ cong s' và quãng đường đi được nói chung là khác nhau.

—o -
M

Hình 1.5
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2. Hệ tọa độ tự nhiên

a) Hệ tọa độ tự nhiên là hệ ba trục vuổng góc có gốc là động điểm M.

- Trục tiếp tuyến thuận: tiếp tuyến với quỹ đạo tại M, hướng dương trùng với hướng 
dương đã chọn trên quỹ đạo. Véc tơ đom vị kí hiệu là X.

- Trục pháp tuyến chính: nằm trong mặt phẳng mật tiếp với đường cong tại M, vuông 
góc với trục tiếp tuyến thuận, hướng vào bể lõm quỹ đạo. Véc tơ đơn vị kí hiệu là f i .

- Trục trùng pháp tuyến là trục vuông góc với hai trục trên, véc tơ đơn vị kí hiệu là b , 

cùng với hai trục trên lập thành một tam diện thuận M X fi b .

- Mật phẳng mật tiếp với đường cong tại M: tại M kẻ tiếp tuyến MT, tại M’ lân cận 
với M kẻ tiếp tuyến M T . Tại M kẻ MT7 /  M T . Gọi 71 là mặt phẳng chứa MT và MT”. 
Mặt phẳng mật tiếp của đường cong tại M được định nghĩa là giói hạn của mặt phẳng 71 
khi M’ dần tới M.

Nếu quỹ đạo phẳng thì mặt phẳng của quỹ đạo chính là mặt phẳng mật tiếp của quỹ 
đạo tại mọi điểm thuộc quỹ đạo.

b) Độ cong và bán kính cong của quỹ đạo

trong đó:

k = lim A(p = d(p
AS—»0 Asf d?

As = M M ';  Aọ = TMT"

Đối với đường cong bất kì ta định nghĩa: p = ự  là bán kính cong của đường cong tại M.

1
p = , = R là bán kính của đường tròn, 

k
p = 00.

Nếu quỹ đạo là đường tròn thì:

Nếu quỹ đạo thẳng thì:

3. Vận tốc và gia tốc của điểm

a) Vận tóc của điểm

Vì vận tốc tiếp tuyến với quỹ đạo nên có thể biểu diễn V = V T



trong đó: VT là hình chiếu của V lên trục tiếp tuyến thuận.

dĩ d ĩ dsh l = M = dí díT dt
s

- Xét đàu của V T

Nếu M chuyển động theo chiều dương của quỹ đạo, s'tăng theo thời gian nên sf> 0,

V, X cùng chiều do đó V T > 0 vậy V T và s' cunq dấu.

Nếu M chuyển độim theo chiều àm cùa quỷ đạo, s' giám theo thời gian, do đó s <  0,

V, T trái chiểu nên VT< 0 , vậy V T và ? cùng dấu.

Do đó: VT=Ỷ và V = S ĩ  (1.7)

Như vậy giá trị .V = |VT| cho biết tóc độ cùa điểm chuyển động, còn dấu của VT cho 

biết chiều chuyển động của điểm thuận hay rmược với chiều đương đã chọn.

b) Gia tốc của điểm

Phàn tích gia tốc của điểm thành 3 thành phần trên 3 trục của hệ tọa độ tự nhiên

w  = \Ỹ_ + \vn + w b = WTĨ + Wnri + w bb

Mặt khác:
dv d dí
-— - =  — I Y_t ) =  V T +  VT —  
dt dt dt

■ru k' u u - 1 - d ĩ n _ df ds V Theo hình hoc vi phàn: —  = — = > ! =  ——.—  = —  n
ds p ds dt p

Từ đó suy ra:
->

w  = V.T + —  n = W T+ W n 
p

-)

WT=VT: w n = — ; w b = 0  
p

( 1.8 )

Tronợ đó:

Như vậy gia tốc của điếm có hai thành phần vuòng góc với nhau.

Thành phần nằm trên trục tiếp tuyến thuận gọi là gia tốc tiếp tuyến: WT = VTI

V 2
Thành phan năm trcn true pháp tuyẽn chính goi là gia tốc pháp tuyên: w  = —-— n

p
*>

, v : . .
Vì fi hướng vé bé lõm cua quỹ dao và  ----> 0  ncn gia tốc pháp tuyến w  luôn

p

hướng về bề lõm của quỹ dao, còn gia tốc tiếp tuyến WT thì có thể hướng cùng chiều 

hay ngươc chiổu với  v ậ n  tốc V.
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c) Ý nghĩa của gia tốc tiếp tuyến  VÀ gia tốc pháp tuyến

Theo công thức Wn = —  ta thấy khi điểm chuyển động nói chung V * 0 do đó gia
p

tốc pháp tuyến của điểm Wn = 0  khi p = 00. Vậy chỉ khi điểm chuyển động thăng gia 

tốc pháp tuyến của điểm mới luôn luôn triệt tiêu.

Trong chuyên động cong nói chung Wn ^ 0 . Như thê gia tốc pháp tuyên phản ánh 

tính chất quỹ đạo của điểm.

Theo công thức WT = VT ta thấy WT = 0 khi VT không đổi và WT ^  0 khi VT biên 

đổi. Như vậy gia tốc tiếp tuyến phản ánh tính đều hay biến đổi của chuyển động.

d) M ột vài dạng chuyên động đặc biệt

* Chuyên động đều:

Chuyển động đều của điểm là chuyển động có tốc độ không đổi: VT = VG = const 

Gia tốc tiếp tuyến trong trường hợp này luôn luôn triệt tiêu WT = VT = 0 ,  còn gia tốc

v“
pháp tuyên Wn = —  .

p

ds
Từ công thức: —- = VT = Vơ ta có d s' = Vc dt suy ra phương trình chuyển đông của điểm: 

dt

S = s0 + V0t (1.9)

* Chuyển động biến đổi đều:

Chuyển động biên đổi đều của điểm là chuyên động có trị số gia tốc tiếp tuyến không 
đổi: w , = a = const

d v
Từ cóng thức —— = WT = a suy ra: VT = V0 + a t . 

dY
Từ cóng thức ĵ— = VT = Vo +at suy ra phương trình chuyển động của điểm:

s = ^ , + V 0t + ^ -  ( 1. 10)

trong dó: V0 là tọa độ tự nhiên và tốc độ của điểm tại thời điểm ban đầu.

Vi V.W = VTWT nên nêu VT và WT cùng dấu thì chuyên động là nhanh dần đểu, nếu

VT và WT trái dấu thì chuyển dộng là chậm dần đều.
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* Dao động điều hoù:

Điểm thực hiện dao động điều hoà có phương trình:

?  = Asin(kt + a )  (111)

trong đó: A, k, a  là các hằng số:

Vận tốc của điểm: VT = Ỳ = kAcos(kt + a )

Gia tốc tiếp tuyến: WT = #  = - k : Asin(kt + a )  = - k 2?

Ví dụ 1: Một con tàu chuyên độns chậm dần đều trên quỹ đạo tròn có bán kính 
R = 600m. quãng đườnơ dài / = 1200m. Lúc vào đường con tàu có vận tốc 
Vị = 54km/h, cuối quãng đưòng nó có vận tốc là V, = 36km/h. Tìm gia tốc toàn phần của 
con tàu khi nó chạy được nửa quăns đưòns.

Bài giải:

/ ĩ  1
Gia tốc toàn phần của con tàu: w  = yị Wt + W;

Chọn gốc tọa độ cong là vị trí cùa con tàu lúc bắt đầu chuyển động, chiều dương của 
quỹ đạo là chiều chuyển động cùa con tàu, gốc thời gian là lúc con tàu chạy vào đường 
cong, khi đó ta có s0= 0 .

V f - V f  = 2 a ( s - s 0) = 2as

WT = a = -Vl - Vỉ  = -0.052 m/s2 
2s

Khi đi được nửa đường vận tốc điểm thoả mãn:

V2 -  Vf = 2as,; V2 = Vf + 2as, = 163 m2/s2
*>

163
Còn gia tốc pháp tuyến: Wn = —  = —— = 0,27 m/s2

p 600

Lúc đó: w  = WT2 + w n2 = Ậ 0,052)2 + ( 0 ,2 lỷ  = 0,3 m/s2

Ví dụ 2: Một quả đạn bay trong chân không theo quy luật:

X = v0tc o sa

y = v0t sin a  - gt

(1)

(2)

Tim quỹ đạo, vận tốc và gia tốc cùa quả đạn. Tìm gia tốc tiếp tuyến, pháp tuyến và 
bán kính cong của quỹ đạo lúc t = 0 và lúc quả đạn có vận tốc nhỏ nhất.

Bài giải:

Từ (1) suy ra: t =
v0 cos a
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Thay vào (2) ta có: y = v0 s in a
X g

( -7 \
X

v0 COSa 2 , v5 cos2 a ,

y  =  x . t g a -  2 2 7 X
2 \ q  c o s '  a

Như vậy quỹ đạo của viên đạn là một parabol đi qua gốc tọa độ và có bê lom quay 

xuống dưới. Theo phương pháp tọa độ
Đề Các ta có:

Vx = X = v0 cos a ;

V, = ỳ = v0 s i n a - g t ;

w x = vx = 0 ; w y = vy = - g  o

Vậy g i a  t ố c  c ủ a  v i ê n  đ ạ n  l u ô n  k h ô n g  W, 

đ ổ i  v à  h ư ớ n g  n g ư ợ c  c h i ề u  v ớ i  t r ụ c  y .

- Tại thời điểm t = 0, góc giữa W0 và V0là —+ a  > — (trong đó a  là góc giữa V0và 

trục Ox) nên chuyên động chậm dần: Wn = w o co sa  = g c o s a  .

M
— ị

v„

ỵ
Ẩa \  X

X w n

w„

Bán kính cong của quỹ đạo:

- Tại thời điểm V = Vmin:

Po =
v5 _ võ
Wn g cos a

Vì Vv= const nên V = V ■ khi v„ = 0.

Như vậy tại thời điểm này véc tơ vận tốc V song song với trục Ox, còn véc tơ gia tốc 

w  song song với trục Oy, nên h a i  véc tơ V và w  vuông góc với nhau, do đó w  = Wn ,

WT = 0 suy ra: p =
V _ cos a
w..

Ví dụ 3: Điểm M chuyển động theo phương trình;

X =  a c o s k t  ( 1 )

y = a s i n k t  (2)

z = b t  (3)

t r o n g  đ ó :  a,  b ,  k  l à  c á c  h ằ n g  số .

Xác định phương trình quỹ đạo của điểm, quy luật 
chuyến đỏng của điếm trên quỹ đạo. Vận tốc, gia tốc của 
diêm và bán kính cong của quỹ đạo.
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Bùi giải:

Để tìm quỹ đạo chất điểm ta thay t từ phương trình (3) vào phương trình (1) và (2)
k  . kđược: X = a cos — z , y = asin —z.
b b

Đày là phương trình đườns đinh ốc. Hình chiếu quỹ đạo lên mặt phẳng Oxy là đường 

t r ò n  t à m  o  b á n  k í n h  a :  X2 +  y 2 =  a 2 COS2 k t  +  a 2 s i n 2 k t  =  a 2

Do đó quỹ đạo của điểm nằm trên mặt trụ bán kính a, như hình vẽ. Kí hiệu M là hình
2  7t

chiếu cua M trên măt phắns Oxy. từ (1), (2) ta thấy sau khoảng thời gian ——, M' sẽ đi
k

2n
hèt VÒI1S tròn này. Trong thời gian nàv toa đò z sẽ tăng môt lương: h = b ——.

k

Ngirời ta sọi h là bước cùa đinh ốc.

Từ ( 1). (2), (3) ta có: dx = - ak sin kt.dt: dy = ak coskt.dt; dz = bdt

Gọi ds là vi phân cùng trên quỹ đạo ta có:

ds = v dx; + d y 2 + d z : = V a 2k 2 + b2dt

Láy tích phân 2 vế ta đươc: s = \  a :k : + b2 t + c

Đẽ xác định hằng số c  ta dùns điểu kiện ban đầu s(0) = 0 được c  = 0

Do đó phương trình chuyển độne cua M trên quỹ đạo là s = yịcrk2 + b 2 t, như vậy M
c h u y ê n  đ ộ n g  đ ể u  t r ê n  q u ỹ  đ ạ o  t ừ  v ị  t r í  x 0 =  a  , y Q =  0 ,  z 0 =  0  v ớ i  t ố c  đ ộ  k h ô n g  đ ổ i

— / 71 2 7^V =  s =  \ I  a ' k  + b ~

Từ (3) suy ra Wz = Z = 0

Mặt khác theo (1), (2): Wx = X = - k 2acoskt = - k 2x

\v  = ỹ = - k 2asin kt = - k : y

Mà X, y lại là tọa độ điếm M. Vậy W song song với mặt phẳng Oxy, ngược chiều với 

ÕM

Do V = const nén WT = VT =0 suy ra Wn = w  = w 2 + w 2 + Wỵ2 = k 2\ Ị \2 + y2 = k 2a

Như váy gia tốc của diếm cũng có giá trị khòng đối.

V2 ■ 2k 2 b2Bán kính cong của quỹ đạo tại diêm bất kỳ trẽn quỹ đao: p = —— = —----------
w„ ak2
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Chương II

CHUYỂN ĐỘNG c ơ  BẢN CỦA VẬT RẮN

D

Trong chương này ta nghiên cứu 2 dạng chuyển động đơn giản nhất của vật rắn đó là 
chuyển động tịnh tiến và chuyển động quay quanh một trục cố định. Mọi dạng chuyển 
động phức tạp khác của vật rắn đều có thể phân tích thành các dạng chuyển động đơn giản 
đó. Vì vậy ta gọi chúng là các chuyển động cơ bản của vật rắn.

A. CHUYỂN ĐỘNG TỊNH TIÊN CỦA VẬT RAN■ ■ •

2.1. ĐỊNH NGHĨA VÀ ĐẶC ĐIEM c ủ a  CHUYEN đ ộ n g  t ị n h  t i ê n

1. Định nghĩa

Chuyển động tịnh tiến của vật rắn là chuyển 
động trong đó mọi đường thẳng thuộc vật đều luôn 
luôn không đổi phương.

Ví dụ: Toa tầu hoả chuyển động tịnh tiến với 
mặt đất khi con tàu chạy trên đường ray thẳng. Tấm 
chữ nhật ABCD chuyển động tịnh tiến khi 0 |A  

quay quanh Ơ! và 0 -,B quay quanh Ơ7 (hình 2 .1).

2. Đặc điểm cúa chuyên động

a) Định lý

Trong chuyển động tịnh tiến, mọi điểm của vật vẽ nên những quỹ đạo đổng
mỗi thời điểm chúng có vận tốc và gia tốc như nhau.

Chứng minh:

- Giả sử A, B là 2 đ i ể m  bất kỳ của vật. Khi 
chuyển động A vẽ nên quỹ đạo CA, B vẽ nên quỹ 

đạo Cg, trong đó A và B là hai điểm thuộc vật tuyệt 
đối rắn nên BA = const. Theo định nghĩa chuyển 
động tịnh tiến trong quá trình chuyển động BA

không đổi phương. Vì vậy BA = const. Như vậy 0

nếu trượt CB theo hướng BA một đoạn BA thì các

nhất và ở

Hình 2.2
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điểm B sẽ đến trùng với các điểm A tương ứng, hay quỹ đạo Cg trùng khít với quỹ 

đạo CA (hình 2.2).

- Gọi rA , rB là các véctơ bán kính định vị của A, B ta có: rA = rB + BA

dĩA drB dBA
Lấy đạo hàm hai vế hệ thức trên theo thời gian ta được: —— = + —-—

J  ■ ■ d t  d t  d t

Vì BA = const nên - 0 Do đó: VA = V B (2.1)
dt A

Đạo hàm một lần nữa theo t ta được: VA = Vg hay WA = WB (2.2)

Từ định lý trên ta suy ra các hệ quà sau:

b) Hệ quá

- Việc khào sát chuyển động của vật rắn chuyển động tịnh tiến được thay bằng việc 
khảo sát chuyển động của một điểm bất kỳ thuộc nó.

- Lấy tên quỹ đạo của các điểm thuòc vật để gọi tên chuyên động của vật.

- Lấy vận tốc gia tốc của điểni thuòc vật làm vận tốc, gia tốc của chính vật ấy.

Chú ý: Chuyển động tịnh tiến cùa vật rắn nói chung là cong, tịnh tiến thẳng chỉ là 
m ộ t  t r ư ờ n g  h ợ p  đ ặ c  b i ệ t .

B. CHUYÊN ĐỘNG QUAY CỦA VẬT RAN QUANH MỘT TRỤC CÔ ĐỊNH

Định nghĩa

Nếu trong quá trình chuyên động, vật rắn có ít nhất hai điểm cố định, 
ta nói rằn2 vật quay quanh trục cố định đi qua hai điểm ấy.

Ví dụ: Cối xay, quạt trần khi hoạt động là các vật rắn quay 
q u a n h  t r ụ c  c ố  đ ị n h .

2.2. KHẢO SÁT CHUYỂN ĐỘNG CÚA CẢ VẬT

1. Phương trình chuyển động

Để xác định được vị trí của vật quay ta dưng qua trục quay mặt 

phẳng 7C cố định và mặt phảng p gắn chặt với vật. Rõ ràng là vị trí 

cùa p hoàn toàn xác định vị trí cùa vật. Gọi (p là góc định hướng (từ n 

đến p theo chiều ngược kim đóng hó), khi đó (p sẽ là thông số định vị 
cùa vật. Phương trình chuyển động của vật có dạng:

<p = <p(t) (2.3)
Hình 2.3



2. Vận tốc góc và gia tốc góc của vật

a) Vận tốc góc

Khi vật quay, góc (p biến thiên theo thời gian, đại lượng:

_ dcp
G) = —1 = (0 

dt
biểu thị tốc độ quay và chiều quay của vật, gọi là vận tốc góc của vật quay.

(2.4)

Thật vây, nếu (0 = —  > 0; (p tăng theo thời gian, vật sẽ quay ngược chiều kim đồng hồ 
dt

(chiều dương). Nếu 05 < 0, cp giảm theo thời gian vật sẽ quay thuận chiểu kim đổng hồ 
(chiều âm).

Trị số vận tốc góc: co = ỊcửỊ =
d(p
dt

lớn khi (p biến thiên nhanh, nghĩa là khi vật quay nhanh,

gọi co là tốc độ góc, đơn vị tính tốc độ góc là rad/giây, ký hiệu là rad/s hay 1/s.

Người ta còn tính tốc độ góc bằng đơn vị vòng/phút. Giả sử vật quay có tốc độ góc n 
vòng/phút. Khi đổi ra đơn vị rad/s ta được:

n.27ĩ nrc
(0 = = —  rad/s

60 30
(2.5)

b) Gỉa tốc góc

Đại lượng:
_  _ da) _ d í  d y )  d2(p 

 ̂ dt )  dt2dt dt

g ọ i  l à  g i a  t ố c  g ó c  c ủ a  v ậ t ,  k ý  h i ệ u :  £ =  ồ  =  ộ  

Đơn vị của gia tốc góc là rad/s2.

c) Dấu hiệu nhận biết chuyển động

- Chuyên động quay là đều nếu vận tốc góc không đ ổ i  theo thời gian:

05 = õ)0 = const; 8 = to = 0 .

- Chuyển đòng biến đổi là chuyến động có vận tốc góc thay đổi theo thời gian.

(2.6)

Xét: deo2 _ d (w )2

dt dt
= 2.03.0

Khi vật quay nhanh dần co2 tăng theo thời gian nên: d(0

dt
= 2 .C0.E > 0

Nếu vật quay chậm dần co2 giám theo thời gian nên 2.03.8 < 0  

Như vậy nêu 0) và £ cùng dâu thì vật quay nhanh dần và ngược lại.
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Quay đểu Quay nhanh dần Quay chậm dần

Hình 2.4

3. Vài dạng chuyên động quay đặc biệt

a) Chuyển động quay đểu

Là chuyển động có tốc độ sóc khỏns đổi. Chọn ngay chiều quay của vật làm chiều 
dươns để tính sóc ta có:

í (P = (Po+ " o t n i ,(0 = (ùử > 0 => \ _ (2.7)
[e  =  0

b) Chuyển động quay biến đổi đểu

Là chuyển động có gia tốc góc khòng đổi ẽ  = ẼQ = const, bằng phương pháp tích 

phàn ta tìm được: (5 = Õ50 + Sọt
_ o

<p = ọ 0 -ã50t + - ^ -  (2.8)

trons đó: Õ30 là vận tốc góc ban đầu. ọ 0 là góc định vị ban đầu của vật.

- Nếu ẼQ > 0 chuyển động là nhanh dần.

- Nếu ẼQ < 0  chuyên động là chậm dần.

c) Chuyển động quay dao đóng điếu hoà

Phương trình dao động có dạng: (p = cp0 sin( kt + a )  (2.9)

t r o n g  đ ó :  cp0 ,ot ,  k  l à  c á c  h ầ n g  số .

Vận tốc góc và gia tốc góc cùa chuyển động: 

cõ = ộ  = (p0kcos(kt + u )

8 = (p = —(p(jk” sin(kt + a )  = - k 2(p

4. Véctơ vận tốc góc và véctơ gia tóc góc 

aj Véc tơ vận tốc góc

* Định nghĩa: Véctơ vận tốc góc cõ là véc tơ năm trên trục quay của vật, sao cho khi
nhìn từ mũi đến gốc thấy vật quay ngược chiều kim đồng hồ và có độ lớn bằng tốc độ
góc cùa vật.



* Biểu (liễn: Nếu gọi k là véctơ đơn vị trên trục quay.

Ta có: (2 .10)

b) Vécto gia tốc góc

* Định nghĩa: Véctơ gia tốc góc là đạo hàm bậc nhất của véctơ vận tôc goc theo 

thời gian:

Như vậy véctơ gia tốc góc cũng nằm trên trục quay.

c) Biểu diétt tính biến đổi chuyên động theo véctơ vận tốc góc và gia tốc góc

Vì õj.£ = 05.8 nên:

- Nếu chuyển động quay là nhanh dần thì õửẽ > 0 do đó cô và £ cùng chiều.

- Nếu chuyển động quay là chậm dần thì cõẽ < 0 do đó (ỏ và £ trái chiều.

.  d í ủ  i  
e = —-  = co 

dt
(2.11)

Từ (2.10) suy ra: S = cok = ẽk (2. 12)

Quay đều Quay nhanh dần Quay chậm dần

Hình 2.6

2.3. KHẢO SÁT CHUYỂN ĐỘNG CỦA CÁC ĐIEM t h u ộ c  

VẬT RẮN

1. Quv đạo và phương trình chuyên động

Xét một điểm M bất kỳ thuộc vật rắn. Từ M hạ MI vuông góc 
với trục quay. Trong quá trình chuyển động của vật, khoảng cách 
MI = const (vì vật là tuyệt đối rắn). Do đó quỹ đạo của M là 
đường tròn tâm I bán kính IM.

Gọi o  là giao điểm của mặt phẳng quy chiếu với quỹ đạo của 

M, gọi góc OIM = (p. Áp dụng phương pháp toạ độ tự nhiên đế 

kháo sát chuyển động của M (hình 2.7). CO

đạc . . . . . . .  ....... ...............
dộng của điểm là:

Hình 2.7
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s’ = rọ (2.13)

2. Vận tốc và gia tốc của điểm thuộc vặt 

a) Vận tốc V

Theo phương pháp véctơ vận tốc của điểm tiếp tuyến với quỹ đạo và hướng theo 
chiều quay cùa vật, giá trị của vận tốc được xác định như sau:

V =  s  = = r
dọ
dt

I' co = 1(0 (2.14)

Nhận xét: vận tốc cua các điểm thuộc vật rắn 
•quay quanh một trục cỏ định được phàn bỏ quanh 
trục quay theo quy tắc tam giác vuông đổng dạng 
(hình 2.8).

V V VM _  N _  A _  _
IM IN IA

co

Hệ sô tỷ lệ đồng dạng là giá trị cua tốc độ góc ở 
thời điểm đang xét.

b) Gia tốc w

- Gia tốc pháp tuyến:

Hình 2.8
w  = \ \ \  + Wn

Hướng từ M vào I 

Đò lớn w„ =
W 1 1 1

n ì V“ rco~ (2.15)
= rca'

l p  r

- Gia tốc tiếp tuyến:

w . - Cùng chiều với V nếu vật quay nhanh dần và ngược lại.

|w  I = :V_| = (rco) = r 0) = rs (2.16)

- Gia tốc của điểm:

w  = V w :- + = Ậ r c ) 2 + Ị I'0)2 Ỵ = r \Jc2 + 0)4 (2.17)

Gọi u là góc lạp bởi WV1 và MI ta có: tga
w.
w n 10) 0)

Nhận xét: Gia tốc của các đ i ế m  t h u ộ c  vật rắn quay quanh một trục cố định được phân 

bố theo quy tắc tam giác đóng dạng như trên hình 2.9 với hệ số tỷ lệ là Vã)4 + e2 :
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^ = ^ = ... = v ^ 7 7
IM IN

c) Biêu dỉền véctơ vận tốc và gia tốc của điểm qua các véctơ vận tốc góc và gia tốc 
góc của vật

Lấy một điểm o  trên trục quay vẽ véctơ bán kính 

định vị r = OM từ các kết quả trên ta có:

dr
dt

=  V =  c o x  r

Công thức trên gọi là cống thức ơle.

Wx = s X r ; nW = (ỏ X V

(2.18)

(2.19)

1 co

£

r/

0

M
w.

Hình 2.10

3. Các phương pháp truyền động đon giản trong kỹ thuật

Trong kỹ thuật để truyền chuyển động quay quanh một trục cố định thành chuyển 
đông quay quanh một trục cố định khác, chuyên động quay thành chuyển động tịnh tiến, 
chuyển động tịnh tiến thành chuyến động quay, chuyển động tịnh tiến thành chuyển 
đỏng tịnh tiến, người ta thường dùng các cơ cấu truyền chuyên động đơn giản sau.

a) Truy én động bằng cơ cấu đai truyền, dây xích, bánh răng

Đế truyền chuyến động quay quanh hai trục cố định song song với nhau người ta 
dùng cơ cấu đai truyền, xích, bánh răng, như hình vẽ 2.11 và 2 . 12.

a) b)
Hình 2.11. Truyền dộníỊ bã nạ đai, dây xích
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Hình 2.12. Truyền độn q bằn ÍỊ bánh răng

Với giả thiết đai truyển không giãn, khòng có sự trượt giữa đai truyền và các trục, các 
b á n h  r ã n e  ă n  k h ớ p  v ớ i  n h a u  t h ì  v â n  t ố c  c ù a  c á c  đ i ể m  t i ế p  x ú c  b ằ n g  n h a u .

Truyền động cùng chiểu quay biểu diễn trẽn hình 2.11 a và 2.12a, ta có:

Vị =  |-Ị cõị =  V-, =  roCõịSuy ra: ~  =  —  ( = — ) c h o  trường h ợ p  b á n h  ră n g  trong đ ó
0)| U z~>

Zị, Z-, là số  răng của bánh 1, 2.

Truyền động trái chiều như hình 2.1 lb  và 2 .12b. Ta có: V| = Tj cõj = Vt = -r 2õh do đó: 

Õ5-, r, Z,
■zr = ~ — ( = — L) cho trườns hơp bánh răng. co
COị Ĩ-) Zt

b) Truyền động bằng bánh răng, thanh răng

Để truyền chuyển động quay quanh một trục cố 
định thành một chuyên động tịnh tiến và ngược lại, 
n g ư ờ i  t a  d ù n g  c ơ  c ấ u  b á n h  r ã n g  -  t h a n h  r ă n g  h a y  b á n h

- thanh ma sát như hình 2.13. Hình 2.13

Vì khòng có sự trượt giữa bánh và thanh nên ta có: V = R(0

c) Truy én động bằng cơ cấu cam

Để truyền chuyển động tịnh tiến thành chuyến động tịnh tiến hoặc chuyến động quay 
thành chuyển động tịnh tiến người ta dùng các cơ cấu cam như hình 2.14.

V

Hình 2.16
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Ví dụ: Bánh khía I bán kính ĩ| quay nhanh dần từ trạng thái nghỉ. Sau 2 giây có 

vận tốc góc 4nrad/s. Vật B được buộc vào sợi dây quân quanh trục bán kính r = 4cm. 

Khi bánh I chuyển động làm cho bánh khía II bán kính r2 chuyển động. Biết ĩ | = 6cm; 

IS = 5cm.

Tìm vận tốc, gia tốc của điểm M trên trục quay, vận tốc, gia tốc của vật B và vận tốc 
góc và gia tốc góc của bánh xe II lúc t = 5s.

Bài giải:

Vì bánh I chuyên động nhanh dần từ trạng thái nghỉ nên vận tốc góc của nó được xác 
định theo công thức:

cõị = ẽịt => ẽị = ^!- = —  = 2ti rad/s2 
t 2

03, = 2rc.t rad/s.

Vận tốc của M lúc t = 5s là:

V\1 = C0j .r = 2n.t.r = 2n.r.5 = 40n (cm/s)

Gia tốc pháp tuyến và gia tốc tiếp tuyến của M, B:

( 4 Ũ 7 i ) 2
= 40Ơ7I2 (cm/s2)

Wnt, = gị .r = 271.4 = 871 (cm/s2)

VB =  VM =  4071 ( c m / s )

WB = WM = 871 (cm/s2)

Tim vận tốc góc, gia tốc góc của bánh II. Tại điểm tiếp xúc, điểm M| của bánh I và 
bánh II có vận tốc bằng nhau: V| = V,; r,C0! = .

suy ra C0-, = rjCOj 6.2nl
= 2,4ĩĩt (rad/s)

s2 = CO- = 2,471 (rad/s2)
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Chương III

CHUYỂN ĐỘNG PHỨC HỢP CỦA ĐIEM

3.1. KHÁI NIỆM  VỀ CHUYỂN ĐỘNG PHỨC HỢP CỦA ĐIEM

1. Đặt bài toán

Trons chương I ta đã khảo sát chuyến động của điểm đối với một hệ quy chiếu cô 
định, trons chương này ta nehièn cứu chuyển động của điểm đối với một hệ quy chiếu 
đang chuyển động đối với một hệ quv chiếu khác được xem là cố định. Ta giải quyết hai 
bài toán sau đày:

Bài toán tons họp chuyển độn à: Biết chuyển động của điểm đối với hệ quy chiếu 
động và chuyển độn? của hệ độns đối với hệ cố định tìm chuyến động của điếm đối với 
hệ cố định.

Bài toán phân tích chuyển độne: Biết chuyên động cùa điểm đối với hệ quy chiếu cô 
đ ị n h ,  t ì m  c h u y ể n  đ ộ n g  c ủ a  đ i ế m  đ ó  đ ố i  v ớ i  h ệ  đ ộ n g  v à  c h u y ể n  đ ộ n g  c ủ a  h ộ  đ ộ n g  đ ố i  v ớ i  

hệ cô định.

2. Định nghĩa chuyến động

Giả sử động điếm M chuyên đỏnơ đối với hệ quy 
chiếu đòng Oxyz, chính hệ này lại chuyên động đối 

với h ệ  quy chiếu cố định 0] X J> ]Zj .

Ta có các định nghĩa sau:

- Chuyển động tuyệt đói của đỏng điểm M là 

chuyển đóng cùa nó đối với hệ cố định o IX!y I z ị

- Chuyến động tương dối của động điếm M là chuyến động của nó đối với hệ quy
chiếu đỏng Oxyz.

- Chuyên động theo là chuvcn dóng cua hệ đóng Oxy/. đối với hệ cò định oịX ịy ịz] .

Nhặn xét: Thực ra M chí trực tiếp tham gia cluiyển động tương dối và tuyệt đối, nó
k h ó n g  c h u  d ộ n g  t h a m  g i a  c h u y ế n  đ ỏ n g  t h e o ,  n h ư n g  d o  n ằ m  t r ê n  h ê  đ ộ n g  n ê n  b ị  k é o  t l i c o  

chuyến dóng.

- Để nhận biết chuyến dộng tương đối của M can bỏ qua chuyên động của hệ động 
xem như hệ động năm yén.
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- Để thấy đươc chuyên động kéo theo của động điểm ta cần đưa ra khái niệm trùng 
điểm M*:

Trùng điểm M* của M tại thời điểm khảo sát là điểm thuộc hệ động, tại thời điêm đó 
độns điểm M đến trùng với nó.

- Muốn nhận biết chuyển động theo, cần bỏ qua chuyển động tương đối, giả định 
điểm M tức thời dừng lại trên hệ động.

3. Các định nghĩa về vận tốc và gia tốc

-V ận  tốc và gia tốc tuyệt đối của điểm là vận tốc và gia tốc của điểm trong chuyển 

động t u y ệ t  đối. Kí hiệu là Va , Wa .

- Vận tốc và gia tốc tương đối của điểm là vận tốc và gia tốc của điểm trong chuyển 

động tương đối. Kí hiệu là Vr , Wr .

- Vận tốc và gia tốc theo của điểm là vận tốc và gia tốc của trùng điểm M (có được 

nhờ chuyển đ ộ n g  theo): Ve = VM*; We = WM*.

3.2. ĐỊNH LÝ HỢP VẬN T ố c

1. Định lý: Ở mỗi thời điểm vận tốc tuyệt đối của động điểm bằng tổng hình học vận 
tốc kéo theo và vận tốc tương đối của nó.

(3.1)

Chứng minh: Z,

Cho động điểm M chuyển động đối với hệ 
quy chiếu Oxyz. Hệ quy chiếu động lại chuyến 

động đối với hệ quy chiếu cố định o JXJy ị Z j . 

Vị trí cùa M đối với hệ quy chiếu cố định được 
xác định bằng véc tơ bán kính định vị

7] = 0 ] M  . Vị trí của M đối với hệ quy chiếu

I 1 y I I ’

z M

đóng đươc xác đinh bans véctơ ĩ  = O M . vX|

Véctơ ĩ0 = 0 0  xác định vị trí gốc o  của hệ 

quy chiếu đóng Oxyz đối với hệ quy chiếu cố định OịXịỴ^ 

Từ hình vẽ ta có ĩ| = ĩị) + ĩ  .

Đao hàm hai vế hệ thức trên theo thời gian ta có:

= djo I d r (a)
dt dt dt
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Gọi i, j ,k  là các véc tơ đon vị trên hệ quy chiếu động Oxyz còn X, y, z là tọa độ của 

M đối vói hệ quy chiếu đó. Ta có: 7 = X i + yj + zk

Do đó d r  d x  r  d y  đ z  r  d i  d  j d k
—  = — i + —  + — k + x — + y — + Z —  
dt dt dt đt dt dt dt

(b)

Áp dụns công thức ơ le  (2.18) cho các véctơ ĩ, J ,  k , và gọi cõclà véctơ vận tốc góc 

của hệ độns Oxyz ta có:

X —  + y —  + Z—  = x(cõe x ĩ )  + y((õe x j )  + z ( s e X k) = cõe x Ị x ỉ  + y] + zk ) = cõc X r
dt ' dt dt

dx r  dy -r dz -
Còn —— i + —  j + —  k là đạo hàm theo thời gian của véctơ bán kính định vị r = OM 

dt dt dt
với i, j ,k  không đổi, theo định IIchĩa nó chính là véctơ vận tốc tương đối Vr của M.

d ĩ
Thay vào (b) ta có: 

Trons còng thức (a)

= V + (0 . X r 
dt r e

dr. -  . ,
—- = \  , là vàn tốc tuyêt đối cua M 
dt

= v n là vân tốc của o . 
dt °

(c)

(d)Thay tất cả vào (a) ta có: V3 = \  0 + cõe X r + Vr

Tương tượng động điểm dims lại tức thời trên hệ động, khi đó M = M* còn V, = 0 ,  
công thức (d) trờ thành công thức xác định vận tốc của trùng điểm M \ theo định nghĩa 
đó là vận tốc theo của M.

v e =V 0 +cõe xF (e)

Thay (e) vào (d) ta được cóng thức cần chứng minh: Va = V, + Vr .

2. Các trường hợp xảy ra

M ve v r v a
- Vr và Ve cùng phương cùng chiéu: — ♦— «— ►----- ►—

Khi đó va cùng chiều với hai véc tơ trên và có giá t r ị :  Va = Vc + Vr .

v r M v a v e
- V v à  Ve cùng phương ngược chiéu: ---- ♦------- —-*■----—

Khi đó Va cùng chiều với véc tơ nào dài hơn và có giá trị: Vn = |v , -  V

- V 1  V , . Khi đó V. là đường chéo chữ nhật mà hai cạnh là 2

véc tơ V ,, V và có giá trị: Va = ^Ve2 + Vr2 .
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- Vr và Ve lập với nhau góc a.

Khi đó Va là đường chéo hình bình hành mà hai cạnh là 2 véc tơ !

I------------------------------  ' e

Ve , v r và có giá trị: Va = ự v e2 + Vr2 + 2VeVr COS a

3.3. ĐỊNH LÝ HỢP GIA T ố c

1. Định lý: Ở mỗi thời điểm gia tốc tuyệt đối của điểm bằng tổng hình học gia tốc
theo, gia tốc tương đối và gia tốc Côriôlít của điểm.

w a = w e + w r + Wc

Chínìg minh: Đạo hàm hệ thức (d) theo thời gian ta có :

dv dv0 dcỏ _ _ dĩ dv
— *- = — i  + —-^ x r  + íOp—  + — L (f)
dt dt dt dt dt

dv ,
trong đó: —— = Wa là gia tốc tuyệt đối của M.

' d / T . 7  ,r \ ..r . .7  -  . d ĩ  . dJ . dk
— = — X1 + ỷj + zk = X1 + y + zk + X —— + ỳ —  + Z —  
f Ht V ì  J A t  A t

d^
dt d t ^ ‘ ' /J  ' ' JJ ' “  dt ■ dt ' " d t

= xT + y] + zk + coe x(xT + ỷj + zk j = xT + yj + zk + toe X vr

Hệ thức xi + ỹ j + zklà đạo hàm bậc hai theo thời gian véctơ bán kính định vị r của 

điểm M với i , j ,k  không đổi. Đó chính là gia tốc tương đối của M. Vì vậy ta có:

dv
— = w  + CO X V 
dt r e r

T h e o  ( c ) :  ẽỏe X — =  tùe x ( v r +  w e X r )  =  õỏe x v r +  cõe x ( c õ ,  X ĩ )

Thay các biêu thức này vào (0  ta được :

- dvn dcõ„ _ _ / _ .
w  = — -̂ + — -X r + 03 x(õj X r) +W r +203, X V

a dt dt e r

Tường tương điểm M dừng lại tức thời trên hệ động khi đó, M = M* V = 0  W = 0

Cóng thức trên trờ thành công thức tính gia tốc của trùng điểm M* hay gia tốc theo của

đông điểm: W, = — 5- + ——  X ? + (ùp x(cỏ X r)
6 e dt dt

Còn thành phần Wc = 2õ)e X vr gọi là gia tốc Côriôlít.



Thay tất cả vào (f) ta được công thức cần chứng minh.

w a = w e + w r + wc .

2. Các trường hợp đặc biệt

a) Hệ quy chiếu động chuyển độ/ìg tịnh tiến

Trons trưÒTig họp này cõe = 0 nên W. = 0 do đó: Wa = Wc + Wr .

b) Hệ LỊIIX chiếu dộng quay quanh trục cô định với vận tốc góc (ô

Khi đó Wc = 2(0 x v r . Trường họp này Wc sẽ bằng 0 nếu Vr = 0 hay Vr/ /õ j .

3. Phưong pháp xác định gia tốc Còriòlít

- Nếu Vr vuông góc với cô: Quav 

v r theo chiều quay của (0 một sóc 90° 

được phương chiều của Wc , giá trị cùa 

Wc được xác định như sau:

w . = 2(0.v r sin 90° = 2(0.Yr

- Nếu v r khòng vuông góc với co : Phàn tích Vr thành 2 thành phần Vr _L (õ và Vr //õô.

Quay V; theo chiều tõ một sóc 90 được phương chiểu của Wc .

Giá trị cúa nó: Wc = 2(0.v r sin a -  2co.Vr

Ví dụ 1: Trụ tròn bán kính R = 2m quay quanh trục cố định theo quy luật (p = 2t2 (rad). 

Điếm M chuyên động dọc theo đường sinh theo quy luật s = OM = 5t2(m). Tìm vận tốc, 
gia tốc tuyệt đối của M tại thời điểm t = ls.

Bùi gidi:

Xét đóng điểm M. Chọn hệ quy chiếu động là trụ. Hệ chiếu cố 
định là mật đất, vận tốc tương đối Vr doc theo OM có độ lớn:

v r = s = lơt = lOm/s.

Vãn tốc theo của M vuóng góc với Vr tiếp tuyến với trụ:

V = V . = 0)R = Ộ.R = 4t.2 = s m/s
M

Vậy: ỵ, = a/v^ + + 102 % ] 3 m/s

Vì 0) / / Vr nên gia tốc Córiólít WL = 0 .

w
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Gia tốc tương đối: Wr // Vr và có giá trị: Wr = Vr = 10 m/s2 

Gia tốc kéo theo: We = w n + WeT 

W" hướng từ M đến trục quay, có giá trị:

W" = w n. = co2R = (ị)2R = 4 2 X 2 = 32 m/s2e M

WeT _L Wr tiếp tuyến với trụ: w j  = S.R = Ộ.R = 4.2 = 8 m/s2.

Vì: w ; 1  w" _L W, nên Wa = ự(WeT)2 + (Wj' )2 +(W r )2 ~ 37,6 m/s2 

Ví dụ 2: Xe chuyển động thẳng theo quy luật xe = 2t2(m). Trên xe điểm M chuyến 

động trên đường tròn bán kính R = 2m, theo quy luật s = OM = ---- 1 (m). Tim vận tốc và

gia tốc của M tại thời điểm t| = ls và t-> = 2s.

Bài giải:

Chọn xe là hệ quy chiếu động và mặt đất là hệ quy chiếu cố định.

- Tại thời điểm tị = ls. Điểm M ở vị trí M| có:

ÍTT' TlR. s, 71 ,
OM, =s, = ^ = > < p |  = R = 2 (rad)

Vận tốc tương đối cúa M tiếp tuyến với đường tròn tại M| có giá trị:

Vận tóc kéo theo cùng chiều với vận tốc tương đối và có giá trị:

V = xe = 4t = 4 m/s

TTieo định lý hcrp vận tốc: Va = V, + V.

Vì hai véctơ V, và Vr cùng chiều nên Vacũng cùng chiều và có giá trị:

v a = Vc + Vr = Tt + 4 w 7,14 m/s 

Gia tốc tuyệt đối của điếm M được xác định theo định lý hợp gia tốc.

W = W. + W + W*> c r c

Vì hệ đóng chuyên động tịnh tiến nên: W. = 0

Gia t ố c  k é o  t h e o  h ư ớ n g  s o n g  s o n g  với trục X v à  c ó  g i á  trị:

w , = X , = 4 m / s 2



Chuyển động tương đối của điểm là chuyển động đều nên gia tốc tương đối của điếm 

chỉ có thành phần pháp tuyến hướng từ M ! đến I

1 2 o  1 a 2

Wr = W" = —  = —  = - 1— —  =  4 93 m/s2r r Tì r> oR R 2

Véctơ gia tốc tương đối và gia tốc kéo theo vuông góc với nhau nên :

w a = y j w ;  + w r2 = V42 + 4,932 = 6,35 m/s2

M
'  v r  v e  v a

A C  w W > Ầ

/ / \ r  t

I I

w r  w a  U m 2 w e  v e

/777777777777777777777777777777777777777
v r

Hình 3.5

- Tại thời điểm t7 = 2s. Điểm M ỡ vị trí M t c ó  toạ độ: So = ——to = ——.2 = 7ĩR
z 2 2

S-,
Suy ra:

Vận tốc kéo theo hướng song song v ớ i  trục X và có giá trị:

Ve = xe = 4t = 8 m/s 

Vận tốc tương đối tiếp tuyến với đưcmg tròn tại M2 và có giá trị:

V  _  • _  n R  _  „ /V = S = —— = 71 m/s
2

Vì Ve và Vr vuông góc với nhau nên:

v a =  V v e2 + v r2 =  ^ 8°- +  7 ?  =  8, 6 m /s  

Gia tốc tương đối chỉ có thành phần pháp tuyến hướng từ Mt đến I:

V2 n2 3 142 w  = w n = ~-̂ - = = £ l _ _  _ 4 93 m/ s2
r R R 2

Gia tốc Wr , We ngược chiều nhau nên Wa cùng chiều với Wr và có gm trị:

w a = w r -  w e = 4,93 -  4 = 0,93 m / s 2

33



Chương IV

CHUYỂN ĐỘNG SONG PHANG c ủ a  v ậ t  r ắ n

Trong chương này ta sẽ nghiên cứu một dạng 
chuyển động phức họp của vật rắn, đó là chuyển 
động song phẳng. Ta sẽ tìm cách phân tích 
chuyển động phức hợp này thành các chuyển 
động cơ bản và sử dụng các kết quả thu được ở 
các chưong trước để nghiên cứu.

Định nghĩa: Chuyển động song phẳng của vật 
rắn là chuyên động trong đó mỗi điểm M thuộc 
vật luòn luôn di chuyển trong một mặt phẳng p 
cố định song song với mặt phẳng quy chiếu cố 
định 71 đã chọn trước.

Như vậy mỗi thiết diện phẳng s của vật song 
song với mặt phẳng quy chiếu, đều chuyển động 
ngay trong mặt phẳng cố định chứa thiết diện ấy.

Hình 4.1

Ví dụ: Khi xe, tàu chuyển động thẳng thì mỗi bánh xe thực hiện chuyển động song 
phẳng, mặt phẳng quy chiếu là mặt phẳng cố định chọn tuỳ ý vuông góc với trục của 
bánh xe.

Thanh truyền AB của cơ cấu tay quay thanh truyền cũng thực hiện chuyên động song 
phảng, mặt phảng quy chiêu là mặt phảng cô định, vuông góc với trục quay của tay quay
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(xem hình 4.2). Chuyển động của vật rắn quay xung quanh một trục cố định là trường 
hợp đặc biệt của chuyên độns song phảng.

4.1. KHẢO SÁT CHUYỂN ĐỘNG CỦA CẢ VẬT

1. Mò hình phẩng của vặt rán chuyển động song phảng

Ta sẽ chứns minh là để khảo sát chuyển động song phẳng của vật rắn, chỉ cần khảo 
sát chuyển động của thiết diện (S) cùa vật rán trong mặt phẳng cô định p song song với 
mặt phảng quy chiếu là đủ. Thật vậy, sọi AB là một đoạn thẳng bất kỳ thuộc vật, vuông 
góc với mặt phảng quy chiếu cò định n (hình 4.1). Theo định nghĩa chuyên động song 
phẳns, mỏi điểm thuộc AB sẽ chuyển động trong một mặt phảng song song với mặt 
phẳns quy chiếu 7T, vì vậy trons quá trình chuyển động AB sẽ luôn luôn vuông góc với 

mặt pháns 71 hay không đổi phươns. do dó AB thực hiện chuyên động tịnh tiến. Theo 
tính chất cùa chuyển động tịnh tiến, chuyển động của AB được đặc trưng bởi chuyên 
độns của một điểm bất kỳ thuộc no. chẳns hạn điểm M là giao điểm của AB và mặt 
pháng p . Nếu coi vật rắn là tập họp vò sò các đoạn AB như thế, thì chuyển động của vật 
được đặc trims bời chuyển độns cua tập hợp các điểm M nói trên. Nghĩa là chuyển động 
cùa thiết diện (S) trên mặt phẳnc p cò định (xem hình 4.1). Ta gọi (S) là mô hình phẳng 
cùa vật rán chuyển động sonc phins. Từ nay về sau để khảo sát chuyên động song 
phána của vật rắn ta chỉ cần khào sát chuyên động của (S) trong mặt phẳng cố định p 
chứa nó.

2. Phương trình chuyển động cùa vật

Khảo sát chuyển động của mỏt thiết diện phẳng (S) 
trons mặt phẳng cố định p của nó (xem hình 4.3).
Chon trong mặt phẳng p một hệ toạ độ cố định o ịX J y ị 

lấy điểm o  tuỳ ý thuộc (S) và gắn vào nó một hệ quy 
chiếu động Oxy có các trục luón song song với các 
true tương ứng của hệ cố định OjXjyJ. Như vậy thiết 
diện (S) chuyến động quay tương đối quanh cực o  của 0,1^ 
hệ Oxy còn hộ động Oxy chuyên đóng tịnh tiến kéo 
theo đối với hệ cố dịnh O]XIy ], ta có định lý sau:

a) Đinh lý: Bao giờ cũng phán tích đươc chuyến dộng song phẳng của vật rắn thành 
hai chuyến đông thành phán: Chuyến đóng quay tương đối của vật quanh cực o  của hệ 

đóng Oxy và c h u y ế n  đ ó n g  t ị n h  t i ế n  c ủ a  h ệ  d ộ n g  đ ó i  v ớ i  h ệ  c ố  đ ị n h  o ! X !y  I .

b) Phương trình chuyển dỏng

Cãn cứ vào định lý trốn ta viết đươc phương trình chuyển động của vật thông qua 

phương trình chuyến động của 2 chuyển dộng thành phần. Gọi x0, y() là toạ độ của o  đối

Hình 4.3
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với hệ quy chiếu cố định và (p là góc định vị của thiết diện phẳng (S) đối với hệ Oxy thì
phương trình chuyển động của (S) trong mặt phẳng p là:

*0  =  x o ( 0 ;  y0 = yo(0; <p =  9 ( 0  ( 4 _ 1 )

Hai phương trình đầu mô tả chuyển động tịnh tiến kéo theo của hệ động đối với hệ cố
định. Phương trình thứ ba mô tả chuyển động quay tương đối của (S) quanh cực o  đối 
với hệ động.

3. Vận tốc và gia tốc của chuyển động
>

a) Vận tốc

Vì chuyển động của thiết diện phẳng đã được 
phân tích thành hai thành phần, nên vận tốc của nó 
cũng gồm hai thành phần: vận tốc của thành phần 
chuyển động tịnh tiến được xác định bởi vận tốc 
v0 của cực o ,  còn vận tốc góc 05 xác định chuyển 0 | 

động quay tương đối quanh cực o  của (S).

ẢM/ x'

Ị - s

Hình 4.4

^ O x  -  *0  

^Oy Ỷo
co = cp. (4-2)

b) Gia tốc

Tương tự như trên trạng thái biến đổi chuyển động của (S) được đặc trưng bởi gia tốc

W0 của cực o  và gia tốc góc 8 của (S) đối với cực o .

wn
w,Oy -  y 0

£ =  (0 =  ộ (4-3)

c) Ảnh hưởng của việc chọn cực đến các yếu tố  vận tốc và gia tốc của vật rắn 
chuyển động song phẳng

Vì vật rắn chuyên động song phẳng bất kỳ nên nói chung ở mỗi thời điểm vận tốc và 
gia tốc của các điểm thuộc (S) sẽ khác nhau.

W v A. . . , w , * w 0 * w A

Do đó vận tốc và gia tốc thành phần chuyển động tịnh tiến phụ thuộc vào việc chọn 
cực. Trái lại, ta sẽ chứng minh rằng vận tốc góc õ) và gia tốc góc 8 của thành phần 
chuyển động tương đối của vật quanh cực hệ động không phụ thuộc vào việc chọn cực. 
Thật vậy gọi (p và Vị/ là các góc định vị của (S) đối với hệ động Oxy và O ’x y .

Từ hình vẽ ta có: lịí = cp + a , trong đó a  = const.

Đạo hàm 2 vế theo thời gian ta được: vị/= (ị) hay õõ = cõ' (4-4)

Đạo hàm một lần nữa hệ thức trên theo thời gian ta được: Ổ5 = õừ' hay ẽ  = ẽ '
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4.2. KHẢO SÁT CHUYỂN ĐỘNG CỦA CÁC ĐIEM t h u ộ c  v ậ t

4.2.1. Vận tốc của các điểm

1. Quan hệ vận tốc giữa 2 điểm

Định lý: Vận tốc cùa điểm M bất kì thuộc thiết diện phảng bằng tổng hình học vận 
tốc cùa điểm cực o  và vận tốc của điểm M trons chuyên động quay của thiết diện phang 
quanh o.

VM = V + V
M o  MO

Chím ạ minh

Giả sử M là một điểm bất kỳ thuòc thiết diện 
(S). còn o  là cực của hệ độnc Oxy. Theo định lý
(4.2) chuyến động của (S) được phàn tích thành 2 
thành phần: Chuyển động quay tươns đòi quanh o  
và chuyến động tịnh tiến kéo theo cùns hệ động 
Oxy. Do đó điểm M thuộc (S) cũns tham gia vào 2 
chuyển động đó.

Vận tóc cùa M theo định lý hơp vận tốc là:

VM=VeM+VrM

(4.5)

Hình 4.5

(a)

trong đó: vận tốc kéo theoVeM = V_M. = V0 vì hộ chuyên động tịnh tiến. Còn vận tốc 

tương đối VrM là vận tốc của M trong chuyển động của (S) quay quanh o  ký hiệu là VMO .

Theo công thức tính vận tốc cũa điểm thuộc vật rắn quay quanh trục cô định ta có:

l O M

Thuận chiều quay ẽõV = VrM MO

VMO = OM.co

Thay vào (a) ta được điều phai chứng minh: VM = VG + V,M O

Gia sừ A và B là 2 điếm bất kỳ thuộc (S), nếu chọn A làm cực và theo (4.5) ta có 
đươc cóng thức liên hệ vận tốc giữa 2 điểm:

trong đó:

%, = VA + VBA

1  AB

VBA Thuận chiểu quay 0)

VBA = AB.O)

(4.6)

37



Hình chiếu vận tốc của hai điểm bất kỳ thuộc vật 
rắn chuyển động song phẳng lên trục qua 2 điểm ấy 
thì bằng nhau.

Chiếu hệ thức (4.6) lên trục AB với chú ý 

V b a  1 A B .

2. Định lý hình chiếu vận tốc

ChỉOig minh:

Hình 4.6
Ta đươc:

^CAB^B ~ hcAB^A

Nếu gọi a ,  p là góc lập giữa VA, Vg với AB (hình 4.6) ta có:

VB cos p = VA cos a

(4.7)

(4.7)’

3. Sự phân bô vận tốc của các điểm

Định lý: Ở mồi thời điểm nếu 05 * 0 có tồn tại và duy nhất 1 điểm p thuộc thiết diện 
(S) có vận tốc bằng 0, gọi là tâm vận tốc tức thời. Khi đó vận tốc của các điểm thuộc s 
được phân bố giống như s đang quay quanh tâm vận tốc tức thời p  với vận tốc góc 03. 
Nếu tại thời điểm đang xét ỡ) = 0, thì tâm vận tốc tức thời ở xa vô cùng, vận tốc tức thời 
c ủ a  c á c  đ i ể m  đ ề u  b ằ n g  n h a u  t a  n ó i  t h i ế t  d i ệ n  s c h u y ể n  đ ộ n g  t ị n h  t i ế n  t ứ c  t h ờ i .

Chínig minh

* Sự tồn tại và duy nhất của tâm vận tốc tức thời P:

Giả sử tại thời điểm đang xét biết ũ) 0 và vận tốc ỸQ của o. Quay ỸQ quanh o  

theo chiều 03 một góc 90°, được nửa đường thẳng OA, trên OA lấy điểm p sao cho
V

OP = - ^
co

Khi đó: Vpo
1 0 P

Vpo = OP.CỪ = y o
Ngược chiều Vq ;

Như vậy VpQ = -V q .

Mặt khác theo công thức liên hệ vận tốc (4.5):

V p = v o + v p o= 0

Vậy p chính là tâm vận tốc tức thời của (S).

Bây giờ ta chứng minh sự duy nhất của tâm p.

Giả sử tại một thời điểm tồn tại 2 điểm Pị, P2 đều có vận tốc bằng 0.

Hình 4.7
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Chọn Pị làm cực theo (4.6) ta có: Vp2 = VP] + Vp^

Vì Vp2 = V Pi= 0 : 'p,p, = P,P2.(0 = 0

Nhưng theo giả thiết Cứ * 0 suy ra PịP-, = 0 hay Pj = P2

Như vậy ờ mỗi thời điểm chỉ có duy nhất một tâm vận tốc tức thời p.

* Phàn bố vận tốc của các điểm thuộc (S):

- Nếu (0 ^ 0  chọn tâm vận tốc tức thời p làm cực, theo (4.6) ta có:

1  PM

Thuận chiều quay Cừ 

VMP = PM.CO

Vậy khi Củ * 0  vận tốc của các điểm được phân bố giống như (S) đang quay quanh 
tàm vận tốc tức thời p (hình 4.8a).

- Nếu Õ3 = 0 giả sử A, B là 2 điểm bất kỳ thuộc s theo (4.6): Vg = VA + VBA

Trong đó VBA = AB.CO = 0 nên \ \  = VB . Vậy khi cõ = 0 vận tốc tức thời của các điểm 

thuộc s đều bằng nhau ta nói thiết diện s chuyển động tịnh tiến tức thời. Còn tâm vận
V

tốc tức thời p ở xa vô cùng vì OP = —  = 00 (hình 4.8b).
co

0) = 0
Hình 4.8

4. Phương pháp xác định tám vận tốc tức thời

Nếu biết được tâm vận tốc tức thời p của thiết diện phẳng ta dễ dàng xác định được 
v ậ n  t ố c  của các điểm. Sau đáy, t a  s ẽ  n ê u  phương pháp xác định tâm p.

a) Biết phương vận tốc của hai điểm A, B

Vì VA _L PA ; Vg _L PB nén từ A, B kẻ các đường thẳng vuông góc với VA,VB ta sẽ 

được p là giao điểm của hai đường này (hình 4.9a).
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b) Biết VA//V B 1 AB

V PA
Vi: VA= PA. CỪ; Vo = PB. CO nên: =

A B VB PB

Ta thấy tâm p là giao điểm của AB với đường thẳng nối 2 đầu mút 2 véctơ VA,Vg 

(hình 4.9b, c).

c) Biết VA//V B LA B

Hai đường thẳng vuông góc với VA,Vg song song với nhau. Thiêt diện phăng (S) 

chuyển động tịnh tiến tức thời, tâm p ở xa vô cùng (hình 4.9d).

d) Vật lán không trượt

Nếu vật chuyển động song phẳng lăn không trượt trên một 
mặt cố định, vận tốc của hai điểm tiếp xúc bằng nhau vì điểm 
thuộc mặt cố định có vận tốc bằng 0 , nên điểm thuộc vật tiếp 
xúc với mặt tựa cũng có vận tốc bằng 0. Đó chính là tâm vận 
tốc tức thời cùa vật (hình 4.10).

4.2.2. Gia tốc cùa điểm
Hình 4.10

1. Quan hệ gia tốc giữa hai điểm

Định lý: Gia tốc của điểm M bất kỳ thuộc thiết diện phẳng s bằng tổng hình học gia 
tốc của điếm cực o  và gia tốc của điểm M trong chuyển động của thiết diện phẳng quay 
quanh cưc o .

-  Wo + W|vio = WG + WMO + W ^o (4.8)

Chứng minh:

Theo định lý hợp gia tốc, gia tốc tuyệt đối của M bao gồm 3 thành phần.
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WM = W eM+ W rM+W cM (a)

Vì hệ động Oxy chuyển độnq tịnh tiến nên gia tốc Côriôlít WCM = 0.

Gia tốc kéo theo của M: WeM = WM» = Wq , vì hệ động chuyên động tịnh tiên. Gia 

tốc tương đối của M là gia tốc của M trong chuyên động của thiết diện phẳng quay 

quanh o. kí hiệu là WMư, nói chung có hai thành phần: WrM = WMO = w ^ o  + W ” o

Theo kết quà trong phần chuyển độns quay quanh một trục cố định của vật rắn ta có:

Gia tóc tiếp tuyến W MO <

1 0 X1

Thuận chiều quay ẽ  

W T =OM.e
MO

H Irene từ M vào o

WNn10 = OM.co2
Gia tốc pháp tuyến w 1̂0

Thay tất cả vào (a) ta được: WM = \Vq + Ŵ JQ + w ^ o

Giả sử A và B là hai điểm bất kì thuộc thiết diện phẳng. Nếu chọn A là cực theo (4.8) 
ta có cỏns thức liên hệ gia tốc giữa hai điểm:

WB = W A + WBA = WA + W^A + WBnA

tronơ đó: w BA

1  BA

Thuận chiều quay £; 

w_\ = BA.e
BA

í Hướng từ B vào A

WbA| w "a =BA.co:

W BA =  =  A B ^ W
Hình 4.12

Goi a  là góc lập giữa WBA và BA ta có: tga =
W TBA

w nBA

e
T

0)"

2. Sư phán bô gia tốc của các điểm

U) Đinh lý: Ớ mỗi thời điém, nếu v ậ n  tốc góc 03 và gia tốc góc Ẽ của thiết diện 
p h ẳ n g  s k h ô n g  đ ồ n g  t h ờ i  b â n g  0  th ì  c ó  d u y  n h ấ t  m ộ t  đ i ể m  Q  t h u ộ c  s c ó  g i a  t ố c  b ằ n g  0 .  

Gọi Q là tâm gia tốc tức thời. Gia tốc của các điếm được phân bố giống như s rtnng quay 
quanh tâm ọ  với vận tốc góc 05 và gia tốc góc Ẽ.
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Chứng minh

* Sự tồn tại của tâm Q

Giả s ử  tại thời điểm đang xét biết W0 ,Õ5, 8 . Quay WQ quanh o  theo chieu 8 mọt

góc a  sao cho tga = A r  được nửa đường thẳng O A . Trên OA lấy điểm Q sao cho
to

OQ = ■ w °—  (hình 4.13)./ -) 4
v e  + 0)

Khi đó W q o  = - w 0 . Chọn o  làm cực, theo (4.8), ta có WQ = W0 +  Wqo =  0 . V ậ y  Q 

là tâm gia tốc tức thời.

* Sự duy nhất của tâm Q

Giả sử có hai điểm Q|, Q2 mà Wq =W q = 0 .  Chọn Qj làm cực, theo (4.8), ta có:

w Q2 =WQl + WQiQỉ

trong đó: Wqq =QịQ2\lz2 +C04 = 0 , vì Ve2 +ũ)4 suy ra: Qj Q2 = 0 vậy Qị =Qt .

Như vậy ờ mỗi thời điểm chỉ có duy nhất một tâm gia tốc tức thời Q.

b) Sự phán bô' gia tốc của các điểm

Chọn tàm gia tốc tức thời Q làm cực. Giả sử M là một điểm bất kì của s ta có:

W m = W q + W m q = W m q

Như vậy gia tốc của các điểm của s  được phân bô giống như s  đang quay quanh tâm 
Q với vận tốc góc õõ và gia tốc góc 6 .

Chú ỷ:

-  Nếu cõ và 8 không đồng thời bằng 0 thì Q là một điểm thuộc s.
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- Nếu Cừ và £ đổng thời bằng 0 thì Q ờ xa vô cùng.

- Nói chung tâm vận tốc tức thời p và tâm gia tốc tức thời Q không trừng nhau.

Ví dụ 1: Tay quay OA quay đều quanh o  với vận tốc góc (00 = 2 rad/s làm thanh truyền 

AB chuyển động, con trượt B chuyển động trên rãnh thẳng nằm ngang. Biết OA = 2m,

AOB = 90°; ABO = 30° . Tìm vận tốc và gia tốc của B.

Bài giải:

Vì OA quay quanh o  với vận tốc góc co0 nên VA vuông góc với OA thuận chiều Õ50

VA = co0 .OA = 2.2 = 4m/s A v *

Điểm B chuyên động thẳng nên vận tốc 
điểm B nằm dọc theo BO (hình 4.15). A

Thanh AB chuyên động song phẳng mà

V , // VB nèn tâm vận tốc tức thời ờ xa vô

cùng, AB chuyển động tịnh tiến tức thời:
VB = VA = 4  m/s. Hình 4.15

Vì OA quay đều nên WA = hướng từ A đến o  và có giá trị:

WA = w ;  = (ùị. OA = 22 . 2 = 8 m/s

Theo định lý liên hệ gia tốc: WB = WA + WgA + WgA

Vì B chuyển động thẳng nên gia tốc WB nằm trên BO. Giả thiết chiều như hình vẽ 

chiếu hệ thức (*) lên phương AB được: Wg COS30° = WA COS60°;

(*)

Suy ra: WB = WA cotg60° = = —  m/s2.

Ví dụ 2: Tay quay OA quay đều với vận tốc góc (Ù0 = \Ỉ3 rad/s làm cho đĩa lăn không

trượt trên đường ngang. Cho OA = V3 m, R = lm, (p = 60°, OAC = 90°. Tìm vận tốc 
các đ i ể m  c, M, gia tốc của c  và gia tốc góc của bánh xe, tại thời điểm đang xét.

Bai giải:

Thanh OA quay quanh o  với vận tốc góc CỬQ nên Va vuông góc với OA và có giá trị:

VA = cd0OA = JĨ>.\Í3 = 3 m/s

Thanh AC và dĩa chuyển động song phẳng. Vì c  chuyển động thẳng, nên vận tốc 
điểm c  hướng song song với mặt đường. Theo định lý hình chiếu vận tốc:
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Suy ra: V = — = 2.3 = 6 m/s
COS60°

Vì bánh xe lăn không trượt, tâm vận tốc tức thời của 
bánh xe là p, nên vận tốc góc của bánh xe:

Vận tốc V m -L P M , thuận chiều õ) và có giá trị:

VM = PM cobx = 6 V2 m/s.

Tàm vận tốc tức thời của AC là o .  Do đó vận tốc góc 
của thanh truyền AC:

v c COS 60° = VA

Cứu* = ~r~ = — = 6rad/s 
R 1

OA Hình 4.16

Vì OA quay đều quanh o  nên WA = w £  hướng từ A đên o .  

Theo công thức liên hệ gia tốc: Wc = WA + W^A + W(^A (*)

trong đó: W^A - hướng từ c  đến A có giá trị: W^A = AC .(co AC)2 = 3 (>/3 )2 -  9 m/s2

W*A - vuông góc với CA còn Wc hướng nằm ngang, chiều giả thiết như hình vẽ.

Chiếu hệ thức (*) lên CA được: Wc COS60° = W^A

Vì đĩa lăn không trượt trên đường nên tâm vận tốc tức thời p của nó là điểm tiếp xúc 
giữa dĩa và mặt đường:

Theo định nghĩa, gia tốc góc bánh xe được xác định theo công thức:

dCừbx d
f v0

wcz w c
dt dt R R

Ví dụ 3: Đĩa tròn bán kính R = lm lăn không trượt theo mặt phẳng nghiêng. Tại thời

điếm đang xét tâm o  có vận tốc V0 = \ỊĨ  m/s gia tốc W0 = 2 m/s2.

Tim tám gia tốc tức thời Q của đĩa tại thời điểm đó.

Bài giải:

Đĩa chuyển động song phẳng lãn không trượt trên mặt phẳng nghiêng nên điểm tiếp
xúc p là tâm vận tốc tức thời. Do đó:

Suy ra: w c = 2w ca =2.9  = 18 m/s:

Vc =C0bx.R

44



0) = Ạ  = —  = n/2 rad/s
R 1

Gia tốc góc ẽ  của đĩa:

s =
dco
dt

_Ị_
R

dVn

dt
= -Ị-1W01 = — = 2 rad/s2

R

£ 2
Do đó: tea  = —V = — = 1 suy ra a  = 45°. 

2or

Quay W0 theo chiều e góc a  = 45° được nửa đường thẳng 

O A , trên đó lấy:

Hình 4.17

OQ =
w„

= -L - = 0 ,705m
í v  V22 + 24 - ã

Điểm Q chính là tâm gia tốc tức thời của đĩa tại thời điểm đang xét.

4.3. TỔNG HỢP CHUYỂN ĐỘNG SONG PHANG t ừ  c á c  c h u y ể n  đ ộ n g  

QUAY QUANH HAI TRỤC SONG SONG

Giả sử vật rắn quay quanh trục z của hệ quy chiếu 
động Oxyz với vận tốc tương đối Õ5r . hệ quy chiếu động

O x y z  l ạ i  q u a y  q u a n h  t r ụ c  0 | Z j  c ủ a  h ệ  q u y  c h i ế u  c ố  đ ị n h

O jXjYjZ! với vận tốc góc theo ẽõe . Hai trục 0]Z| và Oz

song song với nhau.

Xét chuyển động tuyệt đối của vật rắn đối với hệ quy 
chiếu cố định ta có định lý sau:

Định lý: Tổng hợp hai chuyển động quay quanh hai 
trục song song của vật rắn, ta được chuyển động tuyệt 
đối là chuyển động song phẳng có mặt phẳng quy chiếu 
vuỏng góc với trục quay. Vận tốc góc tuyệt đối bằng 
tổng đại số vận tốc góc tương đối và vận tốc góc theo.

õ5a = õ 5 e + o 5 r ( 4 . 9 )

Chứng minh: Gọi giao điểm của các trục Oz và OịZị với thiết diện s là A và B, ta xét 
ba trường hợp có thể xảy ra.

a) CDg và cor cùng chiều

Vì A nằm trên trục quay Oz của hộ quy chiếu động nên VA _L AB và VA = AB.CO .

*777777?

Hình 4.18
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Vì B nằm trên trục quay 0]Zị của hệ quy chiếu cố định nên Vg _L A B ; VB -  AB.cor .

Hai véctơ VA,VB cùng vuông góc với AB, ngược chiều nhau. Từ đó ta xác định được 

tâm vận tốc tức thời p của thiết diện s như hình 4 .19a.

Từ hình 4 .19a ta có trị số vận tốc góc tuyệt đối của vật:

co. = V ạ _ V b

a PA PB

Theo tính chất của tỉ lệ thức: co. = ỴA — = A — B
a PA + PB AB

Thay VA= AB. coe ; Vg= AB. 0) r v à o  b i ể u  t h ứ c  t r ê n  t a  được: G)a =  C0c +  cor 

Vì õõe và Õ3r cùng chiều nên từ hệ thức trên ta nhận được kết quả (4.9).

b) Õ5e và Õ5r ngược chiều quay và có trị sô khác nhau

Không giảm tính tổng quát giả sử cor > coe. Lập luận hoàn toàn tương tự như trường 

hợp (a) ta có VA và Vg song song cùng chiều, tâm vận tốc tức thời p được xác định như 

hình 4.1%.

“ e CO, J  O v  “ a

ì "^A / ^1

c)

Trị số vận tốc góc tuyệt đối của vật:

co - VB - y A - VB - V ạ
a PB PA BA

Thay giá trị Vg= AB.(0r , VA= AB.0)cvào hệ thức trên ta được: co. = 0) -co

Vì Õ5e và Õ5r ngược chiều nhau nên từ trên ta có: Õ3a = õõ + rô

c) Õ3r = -Õ3e

Trong trường hợp này (hình vẽ 4.19c) VA = VB nên chuyển động của vật là chuyên 

động tịnh tiến: Õ5a = 0 .
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4.4. PHƯƠNG PHÁP WILLITSE XÁC ĐỊNH VẬN Tốc GÓC, GIA T ố c  GÓC 

CỦA VẬT RẮN CHUYỂN ĐỘNG SONG PHANG.

WILLITSE (Vilít) là người đầu tiên sử dụng công thức (4.9) để xác định vận tốc góc 
của vật rắn, nên phương pháp này được soi là phương pháp Vilít.

Bài toán: Cho cơ cấu vi sai trên hình 4.20 bánh I quay quanh o  với vận tốc góc Wj,

gia tốc góc ẽ ị . Tay quay OA quay quanh o  độc lập với bánh rãng I với vận tốc góc cõ0 ,

gia tốc góc ẼQ. Hai bánh răng I và II lãn khỏns trượt trên nhau và có bán kính tương ứng

là r t, r-> . Bánh răng II quay được quanh chốt A ờ trên tay quay. Tìm vận tốc góc, gia tốc 
sóc của bánh II và vận tốc sia tốc điểm M ớ mép bánh II và nằm trên đường thẳng OA 
kéo dài.

Bài giải:

Cơ cấu vi sai trên hình 4.20 là cơ càu phảng có ba khâu chuyển động. Bánh I quay 
quanh trục cò định qua o . Tay quay OA cũng quay quanh trục cố định qua o  nhưng 
chuyển động độc lập với bánh I. Bánh II chuyển động song phẳng.

Tìm vận tốc góc, gia tốc góc của bánh 2:

Chọn tay quay OA làm hệ quy chiếu động. Đứng trên hệ này cặp bánh răng I và II là
mót cặp bánh răng ăn khớp ngoài, quay quanh các trục o  và A với các vận tốc góc tương
đối Õ5lr và õõ2r. Theo (4.9):

Õ5lr =Õ5, -Õ30; Õ52r = Õ32 — Õ50 .

Tỉ số truyền động tương đối giữa hai bánh răng là:

Õ3,r = 55| -cõ0 _  r2 _ z2 

G0-)r — COq ĩ| z,

trong đó: Zj, Zo là số răng của bánh I và bánh II.

Cóng thức (1) gọi là cóng thức Vilít. Từ (1) suy ra vận tốc góc của bánh II.
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r, + r, _  r._  *1
( £ > 2 =  — C00 -  — (0,

*2 *2

Do tính chất đối xứng của cơ cấu, công thức (2) luôn luôn đúng.

Đạo hàm (2) theo thời gian ta được công thức xác định gia tốc góc của bánh n.

.. _  r, + r2 _  r, _
e2 = - L : J 3 - e0 - - e i 

h  r2

Theo (4.6) vận tốc của M là: VM = VA + VMA

trong đó: VA _L OA ; VA = OA.CỪ0 = (ĩ| + r2 )to0

VMA 1  A M ; VMA = AM.CỨ0 = r2co2

Từ (4) ta có: VM = VA + VMA = (r, + r2)co0 + r2tứ2 = 2(r, + r2)co0 -  r,©!

Theo (4.8) gia tốc của M là:

WM = WA + WMA = + W ^A + W ^A

trong đó: W a -L OA; = OAe0 = (r, + r2 )e0 ;

w n
A  1 — n

Hướng từ A vào o

[W a = OA.CỞ0 =(r, + r2)coỔ2 ’

^ M A  ’

1  AM

Thuận chiều &, và 

W ^A = AM.s2 = r2s2

w n JMA

í Hướng từ M vào A 

i^MA = AM .o2 = r2ci>2 

Thay vào (5) ta được:

(2)

( 3 )

( 4 )

( 5 )

Wm = ^ ( w ^ + w ; a )2 + ( w ’ + w ; a )2 = A/[(r, +I-2)aJẳ+r2co| ] 2 +[(r, +r2)e 0 + r2e2] 2

V
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ĐỘNG LỤC HỌC■ ■ ■

Chương I

CÁC KHÁI NIỆM Cơ BẢN VÀ CÁC TIÊN ĐỂ đ ộ n g  L ự c HỌC

1.1. CÁC KHÁI NIỆM C ơ BẢN CỦA ĐỘNG L ự c  HỌC

Động lực học là phần tổng quát nhất của cơ học cơ sở, nghiên cứu chuyển động của 
vật thể dưới tác dụng của lực. Khác với động học, khi nghiên cứu chuyển động của vật 
thể chi chú ý đến các đặc trưrm hình học của nó. Động lực học quan tâm đến nguyên 
nhàn gày ra chuyên động có gia tốc là lực và tính quán tính của vật thể, tìm mối liên hệ 
giữa lực và các đặc trưng của chuyển độns.

Trong động lực học, vật thể được xét dưới 2 dạng mô hình là chất điểm và hệ chất 
điểm. Chất điểm là điểm hình học có khối lượng. Nếu ta có thể bỏ qua kích thước của 
vật thể khi khảo sát chuyên động của nó, thì vật thể có thể xem là chất điểm. Chẳng 
hạn có thể xem mỗi hành tinh cùa hộ mặt trời là một chất điểm khi khảo sát chuyển 
động của nó xung quanh mặt trời. Vật thể chuyển động tịnh tiến cũng có thể xem là 
chất điểm.

Hệ chất điểm hay cơ hệ là mòt tập hợp các chất điểm, chuyển động phụ thuộc vào 
nhau. Nếu khoảng cách giữa 2 chất điểm bất kì của hệ không đổi trong suốt thời gian 
chuyển đông, thì hộ chất điểm đươc gọi là bất biến. Vật rắn tuyệt đối là một ví dụ về hệ 
bất biến. Hệ chất điểm được goi là biến đổi, nếu khoảng cách giữa 2 điểm bất kì của hệ 
thay đổi. Vật biến dạng là một cơ hệ biến đổi.

Để khảo sát chuyển động của vật thể ta phải chọn hệ quy chiếu, hệ quy chiếu trong 
đó các tién đề Niutơn được nghiệm đúng gọi là hệ quy chiếu quán tính. Trong kĩ thuật vì 
ả n h  hường q u a y  c ủ a  q u ả  đ ấ t  đ ế n  c h u y ể n  đ ộ n g  c ủ a  v ậ t  k h ả o  s á t  k h ô n g  đ á n g  k ể ,  n ê n  h ệ  

quy chiếu quán tính được chọn là hệ quy chiếu gắn liền với quả đất.

Như đã biết trong phần tĩnh hoc, lực là đại lượng đặc trưng cho tác dụng cơ học tương 
hỗ giữa các vật. Trong tĩnh học ta xem lực là đại lượng không đổi. Trong động lực học ta 
sẽ gặp các lực biến đổi về độ lớn và hướng, lực có thể phụ thuộc vào thời gian, vị trí của 
vật và vào tốc độ chuyển động của nó. Do đó biểu thức tổng quát của lực là:

F = F(t,r,v)

49



Đối với một hệ chất điểm bất kì ta phân các lực tác dụng lên hệ thành 2 loại: Ngoại 
lực và nội lực.

, Ngoại lực là lực do các chất điểm, hay các vật ngoại hệ tác dụng lên các chất điêm 

của hệ, kí hiệu là Fe

Nội lực là lực tác dụng tương hỗ giữa các chất điểm của chính hệ đó, kí hiệu là F . 
Sự phân loại lực như vậy chí là tương đối, tuỳ theo việc chọn hệ khảo sát. Chẳng hạn, đối 
với hệ là COI1 tàu thì trọng lực là ngoại lực, còn đối với hệ gồm  con tàu và trái đất, thì 

trọng lực lại là nội lực. Vì nội lực từng cặp cùng phương ngược chiều và cùng trị số, nên 
tổng hình học của tất cả các nội lực của hệ, tổng mô men của chúng đối với một tâm hay 
một trục bất kì phải triệt tiêu.

£ f ; = 0;  £ m „ ( F ; )  = 0;
k=l k=! k = l

Đối với hệ chất điểm không tự do (hệ mà chuyển động của nó bị hạn chê bởi các liên 
kết) ta phân các lực tác dụng lên hệ thành lực hoạt động và phản lực liên kết. Phản lực liên 
kết đặc trưng cho tác dụng cơ học của vật gây liên kết lên các chất điểm của hệ, kí hiệu là

N. Các lực hoạt động, kí hiệu là F a, Fa là các lực không phải là phản lực liên kết.

1.2. CÁC TIÊN ĐỂ ĐỘNG L ực HỌC

Toàn bộ lý thuyết của động lực học được xây dựng trên hệ tiên đề do Galilê và 
Niutơn phát biểu. Các tiên để này được rút ra từ các quan sát các vật thể chuyển động 
và đã được thực tế kiểm nghiệm là hoàn toàn đúng đắn. Hệ tiên đề được phát biểu cho 
c h ấ t  đ i ế m .

1. Tiên đề 1 (Định luật quán tính)

Chất điểm không chịu túc dụng của lực nào sẽ  đứng yên hoặc chuyển động thẳng đều.

Chuyển động của chất điểm khi không có lực nào tác dụng được gọi là chuyển động 
theo quán tính. Như vậy theo tiên đề 1, khi không có lực nào tác dụng lên chất điểm thì

nó sẽ chuyển động với vận tốc V = const, và do đó gia tốc của nó sẽ triệt tiêu w  = 0.

2. Tiên đề 2 (Định luật cơ bản động lực học)

Dưới tác dụng của lực, cliất điểm chuyển động với gia tốc cùng hướng với hướng của 
lực và có độ lớn tỷ lệ với độ lớn của lực:

F = mW ( 1.1)

Hệ số tỷ ]ệ m là khối lượng của chất điểm.
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Từ tiên đề 2 ta thấy: V

Lực là nguyên nhân gây ra gia tốc.

Khối lượne là độ đo quán tính của chất điểm. Khối lượng 
càng lớn gia tốc càng nhỏ, nghĩa là chuyển động càng ít M 
biến đổi.

Mối quan hệ giữa trọng lirợnc và khối lượng: Theo (1.1) 
ta có: F = mW.

Mật khác, thí nghiệm cho biết dưói tác dụng của trọng lực p, các vật khi rơi tự do trên 
mặt đất (tronq chân khỏns và ở độ cao khòns lớn so với mặt đất) đều có cùng gia tốc g.
Vì vậy ta có:

p = m c (1.2)

Nói chuns lực không cùng phươns với vận tốc.

3. Tiên đề 3 (Định luật dộc lập hu dụng)

Dưới tức dụng đồng thời của một sò lực, chất điểm có gill tốc bằng tổng hình học các 
gia tốc mủ c hút điểm có được khi mỗi lực tác dụng riêng biệt.

Giả sử dưới tác dụng của lực F (k = 1.2....,n)chất điểm khối lượng m, chuyển động

với gia tốc Wk. Gọi w  là gia tốc cua chất điểm khi nó chịu tác dụng đồng thời của tất

cả các lực FpF-,,.... Fn theo tiên để ta có:

W = \ V j + W , +.. . .  + w n (1.3)

Nhàn 2 vế (1.3) với khối lương m cùa chất điểm ta có:

mW = mW, + mW,.... + mWn

Theo tiên đề 2 ta có:

mWk = Fk (k = 1,2,......n)

Do đó hệ phương trình trên có thể viết:

n

=  ( 1 - 4 )
k = I

Hệ thức (1.4) gọi là phương trinh cơ ban của động lực học chất điểm dưới tác dụng 
c u a  m ó t  h é  lực .

4. Tièn đé 4 (Đinh lnát tủ( dung vù pliàn tác clung)

Những lực tác dụng tirơiiíỊ hỗ giữa hai chát điểm là nliững lực CÍI/HỊ đitòiiiỊ tác ílụng 
trái chiéu vù cíưiiị cường dộ.
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F = - F  (1-5)2 ~  r l

Chú ý là các lực tác dụng tương hỗ giữa hai chất điểm đặt lên hai chất điêm khac 
nhau nên không phải là cặp lực cân bằng.

Tiên đề 4 mô tả tương tác của hai chất điểm. Do đó nó là cơ sở của động lực học hệ 
chất điểm.

C H — M D
M, M2

Hình 1.2
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Chương II

HAI BÀI TOÁN C ơ BẢN CỦA ĐỘNG Lực HỌC 

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CHUYEN đ ộ n g

2.1. HAI BÀI TOÁN Cơ BẢN CỦA ĐỘNG Lực HỌC

Trons động lực học có hai bài toán cơ bán sau đây:

- Bài toán thuận: Cho biết chuyên động của vật thê yêu cầu xác định lực gây ra 
chuyển độns đó.

- Bài toán ngược: Cho biết lực tác dụnơ lên vật thể và các điều kiện ban đầu của 
chuyển độns, xác định chuyên độns của vật thể đó.

Đè giải hai bài toán trên có nhiểu phương pháp. Một trong những phương pháp có 
hiệu quá để giải hai bài toán trên đối với chất điểm là dùng phương trình vi phân chuyển 
đônơ cùa chất điểm. Vì vậy trone phẩn tiếp theo ta sẽ lập phương trình vi phân chuyển 
đ ộ n g  c ù a  c h ấ t  đ i ể m .

2.2. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CHUYEN ĐỘNG CỦA CHÂT ĐIỂM

Giả sử chất điểm tự do có khối lượng m chuyên động dưới tác dụng của các lực 

Fj.F-,,....Fn . ta sẽ tìm cách lập phươns trình vi phân chuyên động của chất điếm dưới các 

dạns khác nhau.

1. Dang véctơ

Theo phương trình cơ bản cùa đóng lực học (1.4) ta có: mW = y ^ F k
k = l

Trong đóng học đã biết: w  = r , trong đó r là véctơ bán kính định vị của chất điểm. 

Vì vậy phương trình trên có dạng:

Biểu thức (2.1) là phương trình cơ bản của động lực học dưới dạng véctơ. Đó cũng là 
phương trình vi phân của chuyển động chất điểm dưới dạng véctơ.

n

n

(2 .1)
k = l
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2. Dạng tọa độ Đề Các

Chiếu phương trình (2.1) lên các trục của hệ tọa độ Đề Các vuông góc Oxyz ta được:

mx = Z x k ; my = ẳ Yk ; mz = Z z k- (2‘2)
k =t  k= l  k= l

trong đó: Xk, Yk, z k - hình chiếu của lực Fk lên các trục tọa độ;

X, y, z - tọa độ của chất điểm trong hệ tọa độ Oxyz. Hệ phương trình (2.2) la 
các phương trình vi phân chuyển động của chất điêm dưới dạng tọa 
độ Đề Các.

3. Dạng tọa độ tự nhiên

Chiếu phương trình cơ bản động lực học lên các trục của hệ tọa độ tự nhiên Mx rib 

ta được:

mWT = X Fkt ’ m W n = ẳ Fkn ; mWb = ẳ Fkb ■ 
k=l k=l k=l

Thay giá trị gia tốc tiếp tuyến và pháp tuyến của chất điểm vào các phương trình trên 
ta được:

= í x  ; 0 = ẳ F kb . (2.3)
k=l p  k=l k=l

Các phương trình (2.3) là các phương trình vi phân chuyển động của chất điểm dưới 
dạng tọa độ tự nhiên. Các phương trình này thường được dùng khi biết quỹ đạo chuyển 
động của chất điểm.

4. Giải bài toán thuận đôi với chất điểm

Trong bài toán này ta đã biết chuyển động của chất điểm, cần phải xác định lực tác 
dụng lên chất điểm ấy.

Phương pháp giải

Nếu đề bài cho biết gia tốc của chất điểm ta chỉ cần áp dụng phương trình cơ bản 
đ ộ n g  l ự c  h ọ c  đ ể  t ì m  l ự c .

Nếu chỉ biêt quy luật chuyển động hay vận tốc của chất điểm ta cần dùng công thức 
động học để xác định gia tốc của chất điểm, sau đó sẽ xác định lực.

Ví dụ 1: Người ta kéo một vật nặng có trọng lượng p đi lên nhanh dần với gia tốc w . 
Hãy xác định sức căng của dây kéo.

Bài giải:

Coi vật nặng là một chất điểm, các lực tác dụng lên chất điểm gồm trọng lực P sức 
căng T của dây kéo.



Áp dụng phương trình cơ bản động lực học chất điểm, ta có: 

mW = T + p ; — w  = T + P .

Chiếu hệ thức trên lên trục thảns đims hướng từ dưới lên, ta được

— w  = T -  p
Q

w

w
Từ đày nhận được sức căng cùa sợi dày T = P(1 H-----) như vậy

g
Hình 2.1

trons trường họp vật đi lên nhanh dần. sức căng T của sợi dây lớn hơn khi vật đứng yên. 
Kết quả này cũng dims trong trườns hợp vật đi xuống chậm dần.

Nếu vật đi lèn chậm dần hay đi xuống nhanh dần, chiều của gia tốc w  hướng xuống
w

dưới và sức cãns T của sợi dầy là T = P(1 ) trong trường hợp này sức căng của sợi
g

dây nhỏ hơn khi vật đứng yên hay chuyển động thẳng đều.

Ví dụ 2: Tìm áp lực của ôtò lèn cầu tại đỉnh A. Cho biết

òtỏ có trọns lượng p và chuyển đóng với vận tốc V , bán
kính cong của cầu tại A là R.

Bài gicìi:

Coi òtò là một chất điểm chuyển đòng. Các lực tác dụng 

lên òtò 2ổm trong lực p  phản l ư c  pháp tuyến N v à  phản lực 

tiếp tuyến T . Hình 2.2

p -  -  -  -
Ap dung phương trình cơ bản đòng lực học đôi với ô tô ta có: — W = N + P + T

g

Chiếu 2 vế của phương trình lén trục pháp tuyến ta được:

Suy ra phản lực pháp tuyến cùa mặt đường là:

p V2
= P - N

g R

N = p 1 —
gR

Đãv cũng chính là áp lực cùa ótỏ lén mặt đường, như vậy độ lớn của áp lực phụ thuộc
vào vận tốc của ô tô. Otó chay càng nhanh áp lực càng nhỏ.

5. Giải bài toán ngược của động lực học đối vói chát điểm

Trong bài toán này ta đã biết đươc lực tác dụng lên chất điểm và các điều kiện ban 
đáu cùa chuyển động. Cần phải xác dịnh chuyển động của chất điểm.
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Muốn vậy ta cần:

- Tích phân các phương trình vi phân chuyển động.

- Dùng các điều kiện ban đầu để xác định các hằng số tích phân.

Ví dụ 1: Một quả cầu nhỏ khối lượng m buộc vào đầu mút lò xo có hệ số cứng là c 
được đặt trên nền ngang trơn. Người ta tách quả cầu khỏi vị trí cân bằng một khoang a, 
rồi đê nó tự chuyên động. Tìm phương trình chuyển động của quả cầu.

F

Hình 2.3

Bùi gicìi:

Khảo sát quả cầu coi như một chất điểm chuyến động. Quả cầu chịu tác dụng của 

trọng lượng P, phản lực pháp tuyến N, lực đàn hồi F của lò xo. Chọn gốc tọa độ là vị trí 
cân bằng của quả cầu.

Vì lò xo có độ cứng là c, nên khi ở tọa độ X quả cầu bị kéo bởi lực F = cx.

Lực F này luôn luôn hướng vào vị trí cân bằng.

Dùng phương trình vi phân chuyến động của chất điểm dưới dạng tọa độ Đề Các ta có:

mx = -cx

Chia hai vế phương trình cho m và đặt k 2 = —  ta có: X + k 2x = 0
m

Nghiệm tổng quát của phương trình này là: X = Acos (kt + a )

Ta sử dụng các điều kiện ban đầu để xác định các hằng số tích phân A ,a 

Khi t = 0: X = a; X = V0 = 0 thay các điều kiện này vào (a) ta được: a = Acos a

o  = Ak sin a  suy ra sin a  = 0 => a  =0 ; như vậy: A = a.

Do đó phương trình chuyến động của quả cầu là: X = acoskt.

Đáy là phương trình dao đông tư do với biên đô a, tần số k, chu kỳ T = —  = 2n.t — ■
k V c

Ví dụ 2: Viên đạn được bắn ra với vận tốc ban đầu Vqnghiêng với đường tháng nằm

ngang một góc a . Bò qua sức cản của không khí, viết phương trình chuyên động của 
vién đạn, biết khối lượng của nó là m.
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Bài giải:

Coi viên đạn là chất điểm. Lực tác dụng lèn viên đạn: trọng lượng p = mg, chọn trục 
X nằm ngang và trục y thẳng đứng. Gốc o  trùng với vị trí đầu nòng súng. Viên đạn 
chuyên động trong mặt phẳng Oxy.

y<‘

2.3. PHƯƠNG TRÌN H VI PHẢN CHUYỂN đ ộ n g  c ủ a  h ệ  CH ÂT đ i ể m

Xét hệ chất điểm gốm n chất điểm Mị, Mi, Giả sử hợp các ngoại lực và các

nội lực tác dụng lên chất điếm Mk là F£ và Fị|. Áp dụng phương trình cơ bản động lực

học đối với chất điếm này ta có: m k Wk = F£’ + F||.

V

o
X

Hình 2.4

Phươns trình vi phân chuyển độns cùa viên đạn là:

Tích phàn hệ phương trình trèn được:
X =  c, ỷ = - g t + c 2

gt
y = - ^ - c 2t + c4

(a)
X = C|t +.C3

Các hằng sô tích phân C | ,  C l .  C ;  và c4 được xác định từ điều kiện ban đầu:

Tai t = 0: x 0 = ° ' >'o = ° ’ *0 = v 0 cosa; ỷ0 = V0 s in a (b)

Thay điều kiện (b) vào (a) ta được:

V q C o sc^C p  V0 s in a = 0  + CT

0 = 0 + C^Ị 0 = 0 + C4;

Giải bốn phưomg trình (c) ta được: Cị = V0 cosa; C-, = V0 sin a ; C3 = C4 = 0 .

X = v0t cos a
Thay vào (a) ta được phương trình chuyến động của viên đạn: ■

y = v0t s i n a - ^ g r
Ị

(c)
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Hệ n phương trình ứng với k = 1,2,..., n là hệ phương trình vi phân chuyển động của 
hệ chất điểm.

Nếu phân các lực tác dụng lên chất điểm Mk thành lực hoạt động và phản lực liên 

kết N k thì phương trình vi phân chuyển động của chất điểm này là:

m kWk = F ^ + N k với k = l,2,...n

Ta có hệ gồm n phương trình vi phân chuyển động của chất điểm.

Nhận xét rằng tích phân hệ phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ là rất khó 
khàn, mặt khác nhiều khi ta không cần biết chuyển động của từng chất điểm, nên khi 
giải các bài toán cơ bản động lực học đối với cơ hệ ta không tích phân trực tiếp hệ 
phương trình vi phân trên mà đi tìm các tích phân đầu của chuyển động. Đó là nội dung 
của chương in  sau đây.
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Chương III

CÁC ĐỊNH LÝ TỔNG QUÁT ĐỘNG Lực HỌC

Phưons pháp thứ 2 để giải các bài toán động lực của chất điểm và cơ hệ là dùng các 
định lý tổns quát độn® lực học. Các định lý này là các hệ quả của định luật cơ bản động 
lực học, cho ta nhữnơ mối liên hệ giữa các đại lượng đặc trưng cho tác dụng của lực và 
chuyển động. Nhờ có các định lý này ta có thể lộp được phương trình vi phân chuyển 
độns của cơ hệ một cách gọn gàng, khòng cần xét từng chất điểm của nó và trong nhiều 
trưcms hợp cho phép tìm nghiệm của bài toán không cần phải tích phân các phương trình 
vi phàn chuyển động.

3.1. ĐỊNH LÝ CHUYỂN ĐỘNG KHỐI TÂM

1. Khòíi tàm của cơ hệ

Giả sừ cho cơ hệ gồm n chất điểm Mị,
Mn CÓ các khối lượng tương ứns là m,, mn. 
Vị trí của các chất điểm đòi với hệ quy chiếu 
Oxyz được xác định bởi các véctơ bán kính định 
vị r,.r,,....rn.

a) Định nghĩa: Điểm hình học c có vị trí được 
xác định bời công thức.

,m krk

M
(3.1)

đươc goi là khối tàm của cơ hệ.

Trong công thức (3.1) mk, rk là khối lượng và véctơ bán kính định vị của chất điểm
n

Mk thuỏc hệ, M là khối lượng của toàn hệ: M = ^T m k
k=l

Chiếu hệ thức (3.1) lẽn các trục của hệ tọa độ Đề Các vuông góc Oxyz ta được các 
cóng thức xác định tọa độ của khối tâm c của hệ:

xc =

n

Z m kx >
k=l

M yc =

n

Z m kyk
k=l

m kz k

M
_  k=l

zc M
(3.1)'
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b) Chú ý

- Nếu cơ hệ là vật rắn đặt trong trường sức hút của trái đất, thì vị trí khối tâm của cơ 
hệ trùng với vị trí trọng tàm G của vật. Thật vậy trong công thức (3.1) ta chỉ cần nhân cả 
tử và mẫu sô với gia tốc trong trường g, ta sẽ có được công thức xác định trọng tâm của 
vật răn trong phần tĩnh học. Ta sẽ dựa vào tính chất này để xác định khối tâm của vật 
răn. Tuy nhiên không nên lẫn lộn khái niệm khối tâm và trọng tâm. Khái niệm khối tâm 
lổng quát hơn; khối tâm của vật luôn tồn tại, trong khi trọng tâm của vật chỉ có khi đặt 
I1Ó trong trường sức hút trái đất.

- Nêu cơ hệ gồm nhiều vật rắn thì trong công thức xác định khối tâm rk,x k,y k,z k, mk

tương ứng là véctơ bán kính định vị, tọa độ của khối tâm và khối lượng của mỗi vật rắn 
thuộc hệ.

2. Định lý chuyển động khôi tâm

a) Định lý: Khôi tủm của cơ hệ chuyển động như một cliất điểm có khối lượng bằng 
khôi ỉưọng cùa hệ và chịu tức dụng của lực được biểu diễn bâng véctơ chính của hệ 
ììgoụi lực dặt vào cơ hệ.

Chíỡig minh:

Khảo sát cơ hệ gồm n chất điểm. Giả sử hợp các nội lực và ngoại lực tác dụng lên 

chất điểm thứ k là F|! và F£ . Phương trình cơ bản động lực học của chất điểm thứ k có

II
MWc = X f ' (3-3)

k=l

d ạ n g :

Viết phương trình trên đối với k = 1, 2,..., n rồi cộng từng vè ta được:

n II n

I > kw k = £ ĩ ĩ + I i ĩ (a)

Theo tính chất của nội lực ^ F ị j  = 0
k = l

II

k = l

11
Đạo hàm 2 vế hai lần theo thời gian t ta được: 2 > kw k =M W ,

k=l

II

k = l
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Mxc = Ỳ x ĩ ; Mỹe = Ỳ  Yk' ; Mzc = Ỳ  z'k <3’4)
k=l k=l k=l

Đây là các phirong trình vi phân chuyên động khối tâm của cơ hệ dưới dạng hình chiếu.

b) Nhận xét:

- Trons côns thức (3.3) ta thấy khỏns có mặt nội lực, như vậy nội lực không ảnh
hưỏns đến chuyển động của khối tâm. Khi khảo sát chuyên động của khối tâm ta không
cần để ý đèn nội lực của hệ.

- Định lý cho phép ta xác định chuyển động của khối tâm khi biết các ngoại lực và ngược 
lại xác định được véctơ chính của nsoại lực khi biết được chuyên động của khối tâm.

3. Định luật báo toàn chuyển động khối tàm

a) Định luật:

Nếu véctơ chính của các ngoại lực tác dụng lèn hệ luôn luôn bằng 0 tliì khối tâm của 
hệ đinig xèn hoặc chuyên độiìg thánx đêu.

Thật vậy từ (3.3) suy ra nếu R , = = 0 thì Wc = 0 và Vc = const
k=l

Nếu ban đầu Vc = 0 thì khối tàm đứng yên.

Nếu ban đầu Vc * 0 thì khối tâm sẽ chuyển động thẳng đều.

b) Định luật bảo toàn chuyên động của hình chiếu khôi tâm

Nếu hìnli chiếu véctơ chinh của c ức ngoụi lực tác dụng lên hệ lên một trục nùo đó luôn 
luôn bãng 0 thì hình chiếu khói tủm lên trục đó dứng yên hoặc chuyển dộ/HỊ thẳng đêu.

n

Thật vậy từ (3.4) ta thấy nếu ^  = 0 thì xc = 0 và xc = const hay Vcx = const
k = i

Nếu ban đầu Vcx = xc = 0 thì hinh chiếu của khối tâm lên trục X sẽ đứng yên, xc = const,
n

từ (3 .1 /suy ra: m kxk = const
k=i

Nếu ban đầu xc * 0 thì hình chiếu cua khối tâm c lên trục X sẽ chuyến động đều.

Chú ỷ: Định luật báo toàn chuyến động khối tâm thường được dùng đê xác định dịch 
chuyển của một bộ phận thuốc cơ hộ, quỹ đao của điểm thuộc hệ.

Ví du 1 Vật A trọng lương PA, vật B trọng lượng PB được nối với nhau bằng lò xo 
khóng trong lượng. Vật B đươc đặt trẽn nền ngang trơn, còn vật A dao động điều hoà

Chiếu phương trình trên lên 3 trục tọa độ ta được:
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theo phương thẳng đứng với biên độ a, tần số vòng k. Tìm áp lực của A và B lên nen. k 
phái thòa mãn điều kiện nào để B không rời nền.

Bài giải:

Xét cơ hệ gồm A, B. Các ngoại lực tác dụng lên hệ gồm trọng lượng PA , PB của hai 

vật và phản lực pháp tuyến N của nền ngang. Chọn trục y như hình vẽ.

Áp dụng định lý chuyên động khối tàm dưới dạng hình chiếu (3.4) đối với trục y ta có: 

Mỹc = N - P A - P B 

Suy ra: N = PA + Pg + Mỹc (a)

Thay vào (3.1)’: Myc = m AyA + m ByB

Do đó: Mỹc = m Aỹ A + m Bỹg (b)

Vì y B = const -»  ỹB = 0

Giả sử khi cân bằng trọng tâm của A cách nền một 
đoạn h. khi đó:

yA = h + a sin kt —> ỹA = - a k 2 sin kt 

Thay các giá trị tính được vào (b) và (a) ta được:

Hình 3.2

N = PA + P B- - ^ a k 2 sinkt (c)

Giá trị cua N cũng bằng giá trị áp lực cúa hệ lên nền.

Từ (c) suy ra: Nr = pâ + PR + —  ak2

N milI= P A + P B-  — ak

Để B không rời nền thì: N min > 0 hay k <
PA.a

Ví du 2: Cho động cơ như hình vẽ 3.3 phần bệ máy có 
trong lương ọ , phán quay có trọng lượng p đặt cách trục 
quay khoang a. Giả sử phần quay, quay đều với vận tốc 

góc 0). Hãy xác định phương trình chuyển động ngang của 
bệ máy và phán lực của mặt tựa lên động cơ đật tự do trên 
nền ngang nhẵn trơn. Xác định áp lực nằm ngang lớn nhất 
lén bu lóng khi đông cơ gắn chặt vào nền.
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B à i g iả i:

Khảo sát hê gồm 2 phần tĩnh và độns của động cơ, giả sử động cơ đặt tự do trên nền 

trơn nhẵn. Các ngoại lực tác dụng lên hệ gồm trọng lượng Q của bệ máy, trọng lượng 

P của phần quay, phán lực pháp tuyến N của nền.

Theo định lý chuyển độns khối tàm ta có:

MW. = P + Q + N . (a)

Chọn hệ trục Oxy như hình vẽ. Chièu phương trình (a) lên trục X, y ta được:

M xc = 0 (b)

Mỹ. = - P - Q  + N (c)

Từ (b) suy ra X. = co n s t . Vì lúc đầu hệ đứng yên nên xc = 0 hay xc = const.

Khi khòns quay khối tàm c  nằm trẽn trục y nên xc = 0 .  Gọi (X|, y ,), (x2, y2) là tọa độ 

trung tàm cùa phần tĩnh và phần độns. Từ hình vẽ 3.3 và (3.1)' ta có:

_ Qxị + Pxi _  Ọ x I + P (-a  sin cp + XI)

Xc= P - Q  = P + Q

p Pi
Từ phươns trình trên suy ra: X, = ——— asincp = ——— sincot.

1 P + Q  P + Q

Pel 2 71
Như vày phần tĩnh sẽ dao đòns với biên đô ———, chu kỳ ——

P + Q (0

- Xác định phản lực N:
_  w  Qy, + Py-, Q.0 + Pacos(p PaTheo (3.1)': My_= = V----------- z  = l^coscot

g g g 
„  Paw2 

Suy ra: My. = ------- —  cosootJ J c
g

2

từ ÍC) suy ra: N = Q + P + Mỹc = Q  + P ---- -— coscot
8

Pao)
Giá trị phản lực cực đại là: Nma, = ọ  + p + 

Giá trị phản lực cực tiếu là: Nmm= Q + p

g

Pao)2

Để đóng cơ không rời bệ thì: Nmm > 0 hay ọ  + p ----- -----> 0

c. .  (Ọ + P)gSuy ra: 0) < . — —-----V Pa
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- Xác định áp lực ngang:

Giả sử động cơ gắn chặt vào nền, vẫn khảo sát hệ trên, các ngoại lực tác dụng lên hệ

sồm P ,Q ,N ,T  trong đó ĩ  là phản lực nằm ngang. Phương trình vi phân chuyên động

của khối tàm trên trục X có dạng: Mxc = T

Khi bệ máy cố định X, = 0; x2 = -  a sin ọ  = - a sin cot.

Theo (3.1)': 

Suy ra:

Vậy:

Mx,
Q x ,+ P x ? - P  

= ---- —------ = ----asasincot
g g

p  2Mxc = —a(0 sintot

rp P 2 •T = — aco sin tót
g

p
X-,

7

R

Giá trị cực đại của phản lực nằm ngang là: Tmax = —aco2. Đó cũng chính là áp lực
g

nằm ngang lớn nhất lên bu lông khi động cơ gắn chặt vào nền.

Ví dụ 3: Một người trọng lượng p đứng 
trên mũi thuyền dài / trọng lượng Q. Tìm đoạn 
di chuyển của thuyền khi người đi từ lái đến 
mũi thuyền, bỏ qua lực cản ngang của nước.

Bài giời:

Khảo sát cơ hệ gồm thuyền và người, 
ngoại lực tác dụng lên cơ hệ gồm các trọng

lượng P. Q và lực đẩy R của nước. Tất cả 

các lực đều hướng thẳng đứng.

Chọn t r ụ c  X là trục nằm ngang ta có:
n

^  = 0, do đó khối tâm của hệ chuyển
k=l
động quán tính theo trục X.VÌ ban đầu hệ nằm yên nên: xc = const.

Gọi: XpXT tọa độ trọng tâm của người và thuyền lúc đầu;

xj;x i - tọa độ trọng tâm của người và thuyền lúc sau.

Q—  [
I 
I

R

Hình 3.4

Ta có: m jX! + iĩItXo = m 1x’ị +ititXt 

m ,.(x Ị - X , ) + m 2 (x2 - x 2) = 0 (*)

trong dó: 
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Gọi s là đoạn di chuyên của thuyền. £Ìá tliiêt thuyền di chuyến cùng chiêu VỚI người 
ta có: X’i-X T=S .

Vì nmrời còn đi trên thuyền đoạn / nên: \'| -  \ ị  = s + /

Thay vào phươns trình (*) ta có:

p
P(s + /) + ọ .s  = 0 suy ra: s = -— /

p + ọ

Dàu àni ch line tỏ thực tè thuyền di chuyển nsược chiều với người.

3.2. ĐỊNH LÝ ĐỘNG LƯỢNG

1. Định nghĩa động lượng

a) Độriì! lưọììiỊ của chất iỉiểm: Đòns lượng cua chất điếm là dại lượng véctơ báng tích 
khỏi lirợns cùa chất điểm với vécto vận tóc cùa nó:

q = 111V (ke. m/s) (3.5)

b) Độnư I Kerns’ dill coliệ: Độns lưons cùa cơ hệ là tons: hình học động lương của tất 
ca các chất điểm của nó.

Q = ẳ m kỶk (3.6)
k =!

trong đó: mk, Vk là khối krone và vận tốc cua chất điếm thứ k.

Nếu hệ gồm nhiều vật thì độns lươn2 của hệ bàng tổng động lượng của các vật.

Ta có thể tính động lươn2 cua hệ qua khói lượng của hệ và vận tốc khối tâm của hệ.
Thật vậy từ công thức xác định khối tâm (3.1) sau khi đạo hàm theo thời gian ta có:

Ỳ n\ ' \  = v Ạy Q = MV. (3.7)
k=i

2. Đinh nghĩa xung lưọìig cua lực

Cho lưc F ta có các định nchĩa sau:

U) XiniỊị lượng nạuvữn tó cùa ha là đại lượng véctơ bằng lực nhân với khoang thời 
gian vỏ cùng bé dt:

dS = F.dt (3.8)

b )  X i i i i ị ị  l ư ợ n g  h ữ u  h ạ n  c ù a  l ự c  l à  x u n g  l ư ợ n g  c u a  lự c  t r o n g  k h o á n g  t h ò i  g i a n  h ữ u  h ạ n

'I
s =  í Fdt (3.9)
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Nếu lực F = const thì xung lượng của nó là: s  = J*Fdt = F(tị - 10) = Ft

*0
Đơn vị đo xung lượng là Niutơn.giây. Ký hiệu là N.s.

3. Định lý động lượng

a) Dạng đạo hàm: Đạo hàm theo thời gian động lượng của cơ hệ bằng véctơ chính 
của các ngoại lực tác dụng lên hệ:

Ể ặ  = ỷ p f  (3.10)
dt ^Ul k=l

Chínig minh:

Giả sir cơ hệ có n chất điểm, chất điểm thứ k, Mk có khối lượng mkchịu tác dụng của 

họp các ngoại lực là và họp các nội lực . Phương trình vi phân chuyển động của Mk:

m kWk = F ke +F;

Viết phương trình trên cho cả n chất điểm rồi cộng từng vế của phương trình ta được:

Z m kWk = Ẻ F '  + ẳ F ;
k=l k=l k = l

Theo tính chất của nội lự c ^ F | |  = 0. Mặt khác vế trái của phương trình trên ta có thế 

biến đổi:

w  — V 1 Í7e _ d V"-1 -Tỵ dQ dQ -̂1 - e Z " ì kWk = X F k' - ^ L = ^ Z m kVk = ^  V â y ^ = £ F '
k=l k=l Ul Ul k=l Ul Ul k=l 

Chú ỷ: Ta có thể chứng minh định lý bằng cách dựa vào định lý chuyển động khối

tâm. Thật vậy theo (3.3) ta có: MWC = ^  Ffc ■
k=l

Nhưng: MWC = = - ị  MVC -  ^ . Từ đây suy ra (3.10).
dt dt dt

Nhận xét rằng định ]ý chuyển động khối tâm và định lý động lượng chỉ là hai hệ quả 
khác nhau cùa phương trình cơ bản động lực học.

Chiếu hệ thức (3.10) lên các trục tọa độ của hệ tọa độ Đề Các Oxyz ta được biểu thức 
của định lý dưới dạng hình chiếu:

0 x = ẳ X ' k; 0 y = £ Yí; Q, = ẳ z k (3-10)'■
k = ! k = l k=l

trong đó: Ọx ộ  , ộ z - hình chiếu của ộ  lên các trục tọa độ;

, z ị  -  h ì n h  chiếu của ngoại lực F£’ lên các trục.

‘1
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b) Dạng hữu hạn

Định lý: Biến thiên độns lượns của hệ trong một khoảng thời gian nào đó bằng tổng 
hình học xung lượng của các ngoại lực tác dụng lên hệ trong khoảng thời gian ấy.

Q,-Q„ = s te < “ = ẳ ẵỉ <3">
k=l to k=l

ChmiiỊ minh:

Từ cỏns thức (3.10) ta có: d ộ  = ^  F '̂dt
k = l

Tích phàn 2 vê hệ thức trẽn ta được:

ì <*Q = i s pk'd' = ẳ  te*  hay Q, -Qo = Ì&
Qo 'ok=' k=,'ố k"

Chiếu hệ thức trên lên 3 trục tọa độ ta được định lý động lượng dưới dạng hình chiếu.

Q l v - Q ra= ẳ s kx : 
k = l

Q „ - Q , ; = i x  ; (3 . 12)
k = l

Q „ - Q «  = X S L -  
k = l

Nliận xét:

- Từ các biểu thức của định lý động lượng ta thấy không có mặt nội lực, do đó nội lực
khòn2 ảnh hường đến sự biên đổi động lượng của hệ. Khi giải các bài toán ta chọn hộ
sao cho tất cả hoặc một phần các lực chưa biết trờ thành nội lực.

- Định lý động lượng thườna đươc dùng đế xác định áp lực của chất lỏng

4. Đinh luật bảo toàn đóng lưưng

Đinh luật l : Nếu véctơ chính của các ngoại lực tác dụng lên cơ hệ luôn luôn bằng 0, 
thì véctơ đòng lượng của hệ sẽ không đổi.

Cliứtiq minli: Thật vậy từ (3.10) suy ra nếu = 0  thì ộ  = 0 ,  do đó Q = const.
k=i

Định luật 2: Nếu hình chiếu véctơ chính của các ngoại lực lên một trục nào đó luôn 
l u ó n  b ă n g  0 ,  th ì  h ì n h  c h i ế u  v é c t ơ  đ ó n g  l ư ơ n g  c ú a  h ệ  l ê n  t r ụ c  đ ó  s ẽ  k h ô n g  đ ổ i .

n
Chứng minh. Thật vậy từ (3 .1 0 /suy ra nếu ^ x ck = 0  thì Q x = 0 ,d o đ ó  Ọ x = const.

k=i
Chú ỷ: Định luật bảo toàn dóng lương thường được dùng để xác định vận tốc của một 

bó phán thuôc cơ hệ.
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Áp dụng định luật bảo toàn động lượng để giải thích các hiện tượng chuyên động 
phản lực của máy bay và tên lửa trong chân không và theo phương ngang.

Coi máy bay hay tên lửa và nhiên liệu là một cơ hệ, ngoại lực tác dụng lên hệ gôm
trọn® lượng của máy bay (hay tên lửa) và nhiên liệu. Hình chiêu của ngoại lực lên
phương ngang luôn luôn bằng 0 , nên hình chiếu động lượng của hệ lên phương ngang 
được bảo toàn. Lúc đầu máy bay đứng yên, động lượng của nó băng 0, nên hình chieu 
độns lượng của hệ lên phương ngang luôn bằng 0. Khi chuyển động nhiên liệu bị đốt 
cháy và phụt về phía sau. Để bảo toàn hình chiếu động lượng của hệ, máy bay phải bay 
về phía tnrớc.

Ví dụ 1: Một dòng nước chảy từ ống có tiết diện F, dội vào tường với vận tốc V. Xác 

đ ị n h  l ự c  é p  c ủ a  n ư ớ c  l ê n  t ư ờ n g ,  ố n g  n ư ớ c  l à m  v ớ i  t ư ờ n g  m ộ t  g ó c  a .

Bài giải:

Khảo sát cơ hệ là khối nước abc. Sau một thời gian 1 khá 
nhỏ, khối nước này chiếm vị trí a'b'c'.

Á p  d ụ n g  đ ị n h  l ý  đ ộ n g  l ư ợ n g  d ạ n g  h ì n h  c h i ế u  đ ố i  v ớ i  t r ụ c  X 

n ằ m  n g a n g  t a  c ó :

Q l x  - Q o x  = Z S kx 
k=l

Nhận xét rằng hai khối nước abc và a'b'c' có cùng chung 
khối a'bc. Sự khác nhau của động lượng hai khối nước này là:
Động lượng cùa các khối nước bb', cc' được thêm vào, còn aa' 
bị mất đi, nhưng vì vận tốc của khối nước bb' và cc' vuông góc 
với phương ngang nên hình chiếu động lượng của hai khối 
nước này lên phương ngang triệt tiêu, còn hình chiếu động 
lương cùa khối nước aa' lên phương ngang là:

m V sin a  = FV2ty s in a  hay Q lx - Q 0x = - F V 2TỴsina

trong đó: khối lương của khối nước a a' được tính theo công thức: m = FVxy, với y là 

khối lượng riêng của nước.

Vì khoàng thời gian I là rất nhỏ nên có thể coi phán lực R của tường lên khối nước là 
khỏng đối. Khi bo qua lực ép các hạt nước lên hệ khảo sát ta có:

ẳ Sk x = - Rx (c)
k= I

Từ (a), (b). (c) ta tlưực: -y .FV 2Tsintt = -Rx

Vậy: R = FV: y sill a
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Độ lớn của lực này đúng bằng áp lực của khối nước lên tường.

Áp lực đó lớn nhất khi sina =1 hay a  = 90°, tức là khi ống nước vuông góc với mặt tường.

Ví dụ 2: Trên đường ray thẳnq nằm ngang có hai toa xe goòng, toa 1 có khối lượng 
m, vận tốc Vị, toa 2 có khối lượng m> vận tốc V , . Biêt v2 >  V ,. Tìm vận tốc chung của 2

toa khi chúnc gập nhau. Bo qua mọi lực cán theo plurơng ngang, giả thiết là khi 2 toa 
gặp nhau chúng cùns chuyển độns trong một thời gian ngắn.

Bủi iỊÌãi:

Xét Cơ hệ sổm 2 toa xe. Các nsoại lực tác dụng lên hệ gồm các trọng lượng p ,, P2 của
2 toa và các phàn lực pháp tuyên cua đườns ray. Các lực này đều vuông góc với trục X

nằm ngang nèn x £  = 0 .  Do đó hình chiếu động lượng của hệ lên trục X không đổi. 

Hình chiếu động lượns của hệ lèn trục X khi hai toa chưa gặp nhau là:

Q1̂ = m ! \ ’j + m 2V2 

Hình chiếu động  lưọng của hệ lẻn trục X khi hai toa gặp nhau:

Ọ x =(ni| + m 2)V

\1  Q x = Q® nên vận tốc chuns của hai toa khi gặp nhau là: V = — —!— —  —
in ! + m T

Hình 3.6

Ví du 3: Một tàu chiến có khối lương M đang đậu trên biến. Từ tàu 2 quả ngư lôi 
khối lương m, m 2 được phóng ra với vận tốcv0 . Bỏ qua sức cản ngang t ủ a  nước đối với 

tàu và sức cản của không khí đối với ngư lói.

a.) Xác định vận tốc của tàu khi 2 quà ngư lỏi được phóng ra cùng một lúc.

b) Xác định vận tốc của tàu khi quà ngư lỏi m, được phóng ra trước quả ngư lôi m 2 
đươc phóng ra sau.

Bui ỉịiủi:

U) Trường hợp 2 quả mịitìói (lược bắn ru cùng lúc:

Xét cơ hệ là con tàu. Các ngoại lire tác dụng lẽn tàu gồm trọng lượng con tàu Mg và

lực đáy Acsimet N hướng theo p h ư ơ n g  thẳng đứng. Vì bò qua các lực cán ngang nên 
tống hình chicu các ngoại lực lén trục X năm ngang luôn háng 0.
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Hình 3.7

Theo định luật bảo toàn động lượng hình chiếu động lượng của hệ lên trục X không đổi:

Q,= Q(,0) (1)

Trong đó là hình chiếu động lượng của hệ lên trục X lúc ban đầu.

Vì ban đầu tầu đứng yên nên = 0

Gọi vận tốc tàu sau khi khai hỏa là Ve , vận tốc tuyệt đối của ngư lôi là Va . Vì sau

khi bấn ngư lôi còn chuyển động trong nòng súng một thời gian ngắn nên áp dụng định
lý hợp vận tốc ta có:

V = V  + v  = v  +Va e r e o

Chiếu l ê n  trục X ta c ó :  Vax = Ve -  V0

Hình c h i ế u  đông lượng c ủ a  h ệ  lên t r ụ c  X s a u  k h i  bắn:

Qx = [ M - ( m 1+ m 2)]V e + (m 1+ m 2)(Ve - V 0)

Thay các giáitrị tính được vào (1) ta được:

[ M - ( m 1+ m 2)]V e + (m I + m 2)(Ve - V o) = 0

Suy ra V - m i + m 2 V 
M (2)

b) Trường họp bắn lẩn lượt hai quả ngư lôi: hệ ngoại lực trong các lần bắn gồm các 

lực vuóng góc với trục X nằm ngang nên 2 ]  = 0 do đó hình chiếu động lượng của hệ

lên true X trong các lần bắn đều được bảo toàn

- Lần thứ nhất: Vì ban đầu tàu đứng yên nên Q° = 0 . Giả sử sau khi bắn quả thứ nhất 

ván tốc cùa tàu là Ve(l) khi đó vận tốc tuyệt đối của ngư lôi 1 là:

v a =v«'> + v r = v< 1» + v 0

Chiếu lén true X ta có: V = V (I)- V<ÌA c o
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Vì vậy hình chiếu động lượng của cơ hệ sau khi bắn quả thứ nhất là:

Qi" = ( M - m l)Vell, + m l(Ve( , , - V o) = Q<0> = 0

y(l> _  JILL V 
e M  0

Suy ra:
1V1

- Lần bắn thứ 2: + Trước khi bắn lần 2 vận tốc của tàu là Ve(l)

+ Sau khi bắn lần 2 vận tốc của tàu là Ve(2)

Do đó hình chiếu độns. lượnc của hệ lèn trục X trước và sau khi bắn lần 2 là:

Q f ( l )  = [M -(m ,  + m , ) ] v e(2» + m 2(V«2) -V „)

Áp dụns định luật bảo toàn độns lượns cho hệ trước và sau khi bắn lần 2 ta được:

Q(x2)(l) = Q f ( 0 )

[ M - ( m 1+ m 2)]Ve(2) + m 2(Ve(2) - V 0) = ( M - M 1)Ve(1)

(3)

hay:

Suy ra y ( 2 )  _  y l H  + m-
M -  m,

- V  =
m, m 0

M M -  m
v„ ( 4 )

I

So sánh (2) với (4) ta được Ve(: > Ve có nghĩa là khi bắn lần lượt từng quả, thì sau 

khi bắn vận tốc .của tàu lớn hơn vận tốc tàu khi bắn đồng thời 2 quả.

3.3. ĐINH LÝ BIẾN THIÊN MÔ MEN ĐỘNG LƯỢNG

1. Mô men quán tính

a) Các định nghĩa

Cho một vật rắn và một true z ta có các định nghĩa sau:

- Mòmen quán tính của vật rắn đối với trục z là đại 
lương dương, bằng tổng các tích của khối lương các 
chất điếm với •bình phương khoảng cách của chúng 
đến true z. Kí hiệu là Jz(hình 3.8).

Jz = Z m kd k (kg-n2) (3.13)
k=l

trong đó: mk và dk - khối lương và khoảng cách chất
điểm đến true z.

Hình 3.8
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Trong kỹ thuật đê tính mômen quán tính của vật rắn đối với một trục ta thường dùng 
còns thức:

Jz = M p 2 (3-14)

trone đó: p - bán kính quán tính của vật đối với trục z, M là khối lượng của vật.

- Mômen quán tính của một vật rắn đối với một điểm o  là đại lượng dương được xác 
định bới công thức:

(3.15)
n

J » = ẳ
k=l

m krk

trong đó: rk - khoảng cách từ chất điểm Mk đến điểm o .

Nếu chọn o  là gốc tọa độ của hệ tọa độ Đề Các vuông góc Oxyz và gọi tọa độ của 
chất điểm Mk đối với hệ tọa độ này là xk, yk, zk (hình 3.8). Theo (3.13) ta có:

11

J x =  Z m k ( y ỉ  + z k )  
k=l 
n

Jy = X mk(zk + x k) 
k=l 
n

J z = Z m k(x?k + y 2k) 
k=l

n n

Mặt khác theo (3.15): J0 = ^ m krk = ^ m k(x^ + y ị + z ị )
k = l k = l

(3.16)

, z

A x k

V /////A  \

Do đó ta có công thức liên hệ giữa mô men quán tính của vật rắn đối với một tâm và 
các trục tọa độ là:

J o = ị ( J , + V J!> <3-l7)

b) Mómen quán tính của một sô vật đống chất đơn giản

- Thanh đồng chất:

Xác định mômen quán tính của thanh đồng 
chất có đó dài 1, khối lượng M đối với trục di qua 
đ ầ u  m ú t  v à  v u ô n g  g ó c  v ớ i  t h a n h  ( h ì n h  3 . 9 ) . I II I

Chia thanh thành n phần tứ dọc theo chiều dài Ị*-------- ------- *1

thanh. Xét phần tử Mk có độ dài Axk cách trục z Hình 3.9

mót đoan là xk. Goi khối lượng riêng của thanh trên một  đơn vị độ dài là Y thì khối lượng 

của phán từ này là: m k = Axky .
n n

Theo định nghĩa: J / = ^ m kxị' = ^ y x j" A x k . Chuyển tổng này qua giới hạn khi số
k = i k=i

phán từ ra vỏ cùng và độ dài Axk dần tới 0 ta được:



T f _ y jl  = M/2 Jz = Jyx ’dx = -4- = ^ r -
0  J

- Vòng tròn đổng chất hay vỏ trụ mỏng đồng chất.

Xác định mômen quán tính của vòns tròn đồng chất, khối lượng M bán kính R đối 
với trục 2 đi qua tâm và vuông góc với mặt phảng đường tròn (hình 3.10).

Hình 3.11

Theo định nghĩa mồmen quán tính cùa một vật đôi với một trục ta có:

J Cz = Z m kd k = ị m k R 2 = M R :
k = l k = l

Còns thức này cũng đúng cho tru mỏng đồng chất

- Tam n òn dồng cliất, Ì1UY trụ đặc dóng chất:

Xác đinh mô men quán tính cua mòt tấm tròn mỏng đồng chất bán kính R, khối 
lưcmơ M đối với trục Cz đi qua tâm và vuông góc với mặt phảng của tấm (hình 3.11).

Chia tấm thành những vành tròn nho có bán kính rk và rộng Ark , khối lượng của vành là:

m k = 27irkArkY-

M
trong đó: y

TĩR-
là khối lương cùa một đơn vị diện tích.

Theo còng thức xác định mómen quán tính vòng tròn ta xác định được mômen quán 
tính cùa tấm:

Jcz = ẳ m k rk = Ẻ Y - 27ưk-Ark 
k = l k = l

Chuyến tổng này qua giới han ta đươc:

K I I
K , = Ịy27:r'dr = ^yTĩR4 = ^-M R : 

0 1 l
Cóng thức nay cũng đúng cho trụ đặc dóng chất.
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c) Định lý mômen quán tính với các trục song song

Định lý: Mômen quán tính của vật rắn đối với trục Zị nào đó bằng tổng mômen quán 

tính của nó đối với trục Cz song song với Z| đi qua khối tâm của vật và tích khối lượng 
của vật với bình phương khoảng cách giữa hai trục ấy.

JZi= J Cz + Md2 (3.18)

trons đó:

Cz - trục song song với trục z,và đi qua khối tâm
c  c ủ a  h ệ .

M - khối lượng của hệ, d là khoảng cách giữa 2 trục.

Chiíiig minh:

Ta chọn trục X và X, trùng nhau,  như vậy các điểm có 
t ọ a  đ ộ :  y  =  y , ,  z  =  Z | ,  X =  x , +  d

Mômen quán tính của hệ đối với trục z,:

J z, = Z md? = £ m (x? + y ĩ )  = Z m ( x “ d )2 + Z my2

-  y  rn Ịx 2 + y2 ] + ^  md2 ~ 2^  mxd 

Vì mômen quán tính của hệ đối với trục Cz là:

Jcz = ^ m ( x 2 + y2) và ^ m d 2 -  d 2y^m  = M d2 còn ^ m x  = Mxc = 0 

Vì c  nằm trên trục z nên xc = 0. Cuối cùng ta được: Jz = J + Md2

2. Mỏmen động lượng

a) Mómen động lượng của chất điểm

- Đinh nghĩa: Mômen động lượng của chất điểm đối với tâm o  nào đó là mômen của 
động lượng chất điểm đó đối với tâm ấy.

ỈQ = m 0 ỊmVỊ = rx  mV (3.19)

Hình 3.13 Hình 3.14
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- Định nghĩa: Mômen động lượng của chất điểm đối với trục z là lượng đại số:

/z = fnz (n iv )  = ±m V 'h  (3.20)

trong đó: V là vận tốc của chất điểm. V' là hình chiếu của V lên mặt phẳng vuông góc 

với trục z. / lấy dấu dương nếu V'quay quanh z theo chiều ngược chiều kim 
đồns hổ và lấy dấu âm tron í  trường họp ngược lại.

- Liên hệ mômen động lưọng aìu chất điểm với một trục và mômen động lượtig của 
nó đôi vói tàm nằm trên trục.

Tươns tư như troim tĩnh học ta có:C'

- Định lý: Hình chiếu véctơ mònten tíộrnỊ lưọtìg của chất điểm dối với tâm o  lên trục 
z bằng mòmeti độìiị> lượiìq cùa chất điếm dối vói trục z dó.

hcz{ĩ0) = hcz "ni0(mV)] = m z(mV) = /z (3.21)

b) Mòmen động lưong cùa cơ hệ:

- Mòmen độnq lưọng của hệ đối với một tâm hoặc một trục bằng tổng mômen động 
lươn2 của các chất điểm của hệ đối với cùng tâm ấy hay trục ấy.

(3.22)
k=l k = l

(3.23)
k=l k=l

- Liên hệ giữa L0 và L z :

Định lý: Mômen động lươna cua cơ hệ đối với một trục 
bằng hình chiếu lên trục ấy của mómen động lượng của cơ hệ 
đối với điểm nằm trên true.

Thật vậy: Lz = Ỳ = Ẻ hcÃ k ) = hcz ẳ í>k = hczL0 
k=l k = l k = l

C) Xlómen động lượng cua vật rán quay quanh trục cố  
đinh đối với trục quay

Coi vật quay quanh trục có định là cơ hệ góm vô sô phần 
từ. Đối với phần tử thứ k theo định nghĩa ta có: /zk = ±rkm kVk

Vì: v k = rk0) và 03 = ±0) nén ta có: l/k =(õmkrk2

Theo định nghĩa mómen đóng lương cùa vât rắn dối với 
true quay:
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00  00  00

L z = S / zk = Z “ m k r k = “ Z m k r l 
k=l k=l k=l

00

Vi: ^ m kr|" = Jznên cuối cùng ta có:
k=!

Lz = J z(0 (3-24)

JMếu chọn trục z sao cho vật quay theo chiều dương thì:

õõ =  co và L z =  J z0)

3. Định lv biến thiên mômen động lượng:

Đạo lìủ/ii tlieo thời gian môiìien dộng lượng của cơ hệ đôi với một tủm (huy một trục) 
bằiiiỊ tổng mômen của các iHỊOựi lực dôi với cùng tùm (huy cùng trục).ấy.

d í r

dt

dL

= ẳ  *(>(*?) (3' 25) 
k = l

(3-26)
k=ldt

Cỉiiùig minh:

Xét cơ hệ cồm n chất điểm. Gọi hợp các nội lực và ngoại lực tác dụng lên chất điểm 

thứ k là F‘;Fke .

Theo đinh lý động lượng với chất điểm thứ k ta có: — (m k Vk) = + Fị|.
dt

Nhân hai vế của hệ thức trên với véctơ bán kính định vị rk của chất điểm này.

Ta có: rk A -^ (m kVk)=  rk AFkc + rk a F ‘ (a)
dt

Vì: r. A  — (m. V. ) = — (r, A  m k V. A  m . V, .
k dt k k dt k k k dt k k

Nhưng —  = Vk và Vk A m kVk = 0 vì song song với nhau, nên hê thức (a) có thể viết
dt

d
lại dưới dạng: (*k A m k \  ) = rk A Fk + *k A

Viết hệ thức trên dối với k = 1,2.,.., n. Rồi cộng vế với vế ta được:

Anh \ )  = Ỳ ị  A F‘ + £ r k A Fk (b)
k = l k = l k = l
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Vi: V  —  (rk A m kVk) = — V ( r k A m kVk ) = — L0 
i f ^ d t  k k d t ^  k k k d t

Và: X  *k A = ẳ  m0(F£) còn Ỳ ,  «k A Fk = X  ™o(Fk) = 0 theo tính chất của nội lực-
k=l k = l k=l k=l

dL n
Nên (b) có dạng: — -  = ^  IT10(F|^)

k=i

ỔL ^
Chiếu hệ thức trên lên true z ta được: ——L = ^  iĩĩz(F£)

k=l

Nhận .xét:

- Trons các côníỊ thức (3.25), (3.26) ta thấy không có mật nội lực, như vậy nội lực 
khòns ành hircms đèn biến thiên mỏ men động lượng của cơ hệ.

- Định lý mômen độns lượnc thườns được dùng để xác định gia tốc của vật, viết
phươns trình vi phàn chuyển độns cùa vật quay quanh trục cố định.

4. Định luật bảo toàn mò men đòng lượng

a) Định luật ỉ :  Nếu rô))i> mỏnien của các ngoại lực tác dụng lén lìệ dối với một tám 
luôn luôn bằng tì, rlìì môitien độiiiỉ lượng cùa hệ đôi với tủm ấy sẽ  không dổi.

n dL
Thàt vày từ công thức (3.25) SUY ra nếu ^ r h o(F^) = 0 thì — — = 0 nên L0 = const

k=i d t

b) Định luật 2: Nếu tổng mómen cùa các ngoại lực tác dụng lên liệ dối với một trục 
luôn luôn bâng 0, thì mômeiì động lượng của hệ dôi với trục ấy sẽ  không đôi.

11 dL -
Thát vậy, từ công thức (3.26) suy ra nếu y  fn7(F^) = 0 thì — — = 0 do đó Lz = const

k=i dt

Chú ỷ: Định luật bảo toàn mómen động lượng thường được dùng để xác định vận tốc
góc (hoặc góc quay) của một bó phận chuyển động của hệ theo vận tốc (hoặc độ chuyển 
rời) cùa các bộ phận còn lại của hệ.

5. Phương trình vi phán chuyên đỏng cúa vật quay quanh một trục cô định

Cho vật rắn quay quanh trục cố dinh z chịu tác dung của các ngoại lực Fje,Fo .

Áp dung định lý biến thién mỏmen dỏng lương đối với trục z cho vật rắn với chú ý là các 
phản lực liên kết ở 2 ố đỡ A. B cắt trục z, nên mômen của nó đối với trục z bằng 0 ta

dL ^
đươc: — - = /  m (Fk ).

Ul k = i
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mật khác theo (3.24): Lz = J z(0

nên: ' . £ - Ẻ ” . ( * ĩ )  (3-27) 
dt  k=l

Gọi cp là góc đinh vị của vât rắn. Vì õõ = —  và 8 =
dt dt

nẻn:

hay:

J- T ?  = ẳ m4 pk) <3'27)'
d t k=l

Jzẽ  = ẳ m z(pk)
k=l

(3-27)"

Các phưong trình (3.27), (3.27)', (3.27)" là các dạng 
khác nhau của phương trình vi phân chuyển động của vật 
quay quanh trục cố định.

Từ (3-27)" ta thấy cùng các ngoại lực tác dụng lên vật, 
nếu Jz càng lớn thì ẽ  càng nhỏ tức là vận tốc góc biến đổi ít. Do đó tương tự như khối 
lượns m của chất điểm, mômen quán tính Jz là độ đo quán tính của vật chuyển động 
quay quanh một trục cố định.

Ví dụ 1: Đĩa tròn đồng chất trọng lượng Q, bán kính R có thể quay quanh một trục 
thẳng đứns AB đi qua tâm đĩa và vuông góc với đĩa. Trên vành đĩa có chất điểm M trọng 
lượng p. Ban đầu dĩa quay quanh trục với vận tốc góc co0 , còn chất điểm nằm yên trên

đĩa. Sau đó chất điểm M chuyển động theo vành đĩa với vận tốc tương đối là u. Tìm vận 
tốc góc cùa đĩa lúc đó.

Bùi giải:

Xét cơ hệ gồm đĩa và chất điểm M. Các ngoại lực tác dụng lên hệ gồm các trọng 

lương Q .p của đĩa và chất điểm, các phản lực R A,R B tại các ổ trục A,B

Vì hệ ngoại lực gồm các lực song song và cắt trục
n

quay z nên: ^ m z(F^) = 0 .
k=l

Do đó mómen động lượng của hệ đối với trục z 
không thay đổi: Lz = Lz(0) (a)

Giả thiết ban đầu đĩa quay quanh trục z theo chiều \N. ;
dương và khi chất điếm chuyên động trên đĩa, đĩa vẫn 
quay quanh trục z theo chiều dương.

Cóng thức tính mômen động lượng của hệ cho ta:

L2 = Lz (đĩa) + LZ(M)

'Z

r b
B^  2 z í

/ t u

^  0

R a Q

v m  A  

Hình 3.17
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Tại thời điểm ban đầu:

L f  = J A  + m 2 (m V 0 > = f  R : íõ„ + -  R X  = - ^  (Q + 2P>
2g g 2g

Khi chất điểm chuyển động, vân tốc tuyệt đối của chất điểm theo định lý hợp vận tốc

có dans: V = v  + VrC' a e r

Vì: V. và v r cùng chiều nên: Va = V. + Vr = R.cõ + u trong đó 03 là vận tốc góc của đĩa. 

Mômen độns lượng của hệ khi chất điểm chuyên động.

QR: _  pO K .  ~  I
Lz = Jzcõ + mz(niVa) = ------.(5 + — (Rcõ + u)R

2é! ?

Thay vào phương trình (a) ta tìm đươe:

-  -  2Puco = (0n---   —
(Ọ + 2PÌ.R

Nếu (õ > 0 vật quay theo chiểu dươns và ngược lại.

Ví dụ 2: Hai vật nặng P| và P- đươc buộc vào hai dây 
quàn vào hai tầng của một ròns rọc bán kính r và R.

Tim sia tốc góc của ròng rọc. Biết trọng lượng cùa ròng 
rọc là Q và bán kính quán tính cùa ròns rọc đối với trục quay
là p .

Bài giải:

Xét cơ hệ gồm hai vật nặng A. B và ròng rọc c.

Các ngoại lực tác dụng lẻn hệ sóm trọng lực P^P-mQ và phản lực ổ trục R0 . 

Theo định lý biến thiên mómen động lượng của hệ đối với trục z qua o  ta có:

Ặ l z = P , r - P ; R 
d t 2

Trong đó mỏmen động lương cùa hệ đối với trục z:

Lz= Lz (A) + Lz (B) + L, (C)

LZ(A) = r — • VA = 3 - -rõ )  
g g 

l z(B) = r ^ - - v b = ^ - . r 2õ) 
g g 

LZ(C) = JZÕ5 = — -p2õj 
g

(a)

(b)
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thay vào (b) ta được: Lz =(P ,r2 +P2R 2 + Q p 2) -
g

Thay (c) vào (a) ta đươc: — (P]r2 + P,R2 + Q p 2)—— = P ị r - P 2R
g dt

2 dơ)

(c)

Từ đó rút ra gia tốc của ròng rọc: 8 =
P|I - P 2R

T ẽ
Pj|-2 + p 2r 2 + Q p

Ví dụ 3: Tam giác OAB có 3 cạnh là 3 thanh đồng chất 
có cùng khối lượng m, độ dài /. Tam giác có thế quay 
khòns ma sát quanh trục nằm ngang qua o  vuông góc với 
mặt phẳng tam giác. Tại o  người ta gắn vào tam giác một 
lò xo xoắn với độ cứng c (Mômen xoắn M = -ccp). Lò xo 
không làm việc khi AB nằm ngang.

Ban đầu AB nằm ngang và được truyền vận tốc góc ban 
đẩu Cĩ0 , làm tam giác quay ngược chiều kim đồng hồ.

Tìm vận tốc góc, gia tốc góc của tam giác là hàm của góc 
cp lập giữa phương thẳng đứng và đường cao OH.

Bùi giải:

Tam giác OAB là vật rắn quay quanh trục cố định nằm ngang qua o .

Các naoại lực tác dụng lên tam giác gồm trọng lượng: 3m gđặt tại trọng tâm c với

~ì 2 y/3 Ị
o c  = — OH = — = ~7=r, ngẫu lực đàn hồi có mô men xoắn M = -C(p.

3 3 2 V3 '

Phươns trinh vi phân chuyển động quay của tam giác quanh trục Oz qua o  vuông góc 
với mặt phẳng tam giác là:

J0zcp = -3 m g  -—=■ sin cp -  C(p 
v3

trong đó: mỏmen của quán tính của tam giác đối với trục Oz.

hr = 2J0;(OA) + J0z(AB) = 2.í£. + ̂ . +m ì S = — m /2 
2

( 1)

ỉ  -) r
Thay vào (1) ta được: - m l  ẹ  = -V3mg/sin(p-cq>

Suy ra gia tốc góc của tam giác:

_  2° 2c
E =  ộ  =  - - ^ = - s i n  t p  — t Ọ

3m/'
(2)

HO



Để tìm vân tốc góc (ừ = ộ  ta biến đổi như sau:

d(ị) dtp dcp . dỏip =  _ L  =  _ l . _ L  =  ( p _ L

dt dtp dt dọ

2
Thay vào (2) ta được: cpdcp = -  -JJ- gsinq) +

C(p

\/3m/

Tích phàn 2 vế ta có: cị> = -
>/3/

ccp“

2\fĩm l
-gcoscp

d ( p

+ c, (3)

T 4-
Thay điều kiện ban đầu tại t = 0: cp = 0, cp = co0 ta được C| = co“ -  - J ^ g

Vày:
.2 4

\  3/

C (p :

2sfĩml
-gcoscp 2 4

Vàn tốc sóc cúa tam giác: (0 = ±. —=-
* \ ' 3 /

s COS cp -
ccp

2\Ì3ml

Lấy dấu dưong khi tam giác quav nsược chiều kim đồng hồ, lấy dấu âm khi nó quay 
thuận chiều kim đồng hồ.

3.4. ĐỊNH LÝ ĐỘNG NÀNG

1. Còng cùa lực
-  ,  M

Cho lưc F biến đối, điếm đãt cua nó chuyến động theo đường 

cona nào đó. Gọi (X là góc lập bới lưc F và tiếp tuyến của đường 
cona tại điểm đặt của lực. Ta có định nshĩa sau: h 3 20

U) Còng /ìguyên tô cùa Ị ực:

cỏns nguyên tố dA cứa lực F trẽn đoan dịch chuyển vô cùng bé ds cúa điểm đặt lực là:

dA = Fdscoscx (3.28)

Vì: ds = Vdt nén dA = F V cosa.dt = F.Vdt. Vì: Vdt = dĩ

nên: dA = F.dr (3.29)

Gia sư hình chiếu cùa F lén các trục toa đỏ là X, Y, z  và tọa độ của điểm M là X, y, z. 

Từ cóng thức (3-29) ta có:

dA = Xdx + Ydy + Zdz (3.30)

b) Cóm' ( ítti lực trên quãng đường hữu hạn:

Đé tính công của lực trên quãng đường hữu hạn M0M| nào đó ta cần tính tổng công 

nguyén tố cửa lực, tức là phải làm phép tính tích phàn:
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A = J  dA
m 0m ;

Thay dA tCr công thức (3.28) đến (3.30) vào ta được biểu thức tính công của lực dưới 
các dạng khác nhau:

S|
A = I  Fcosads

So

n
A = jF.cir

h
A = j  Xdx + Ydy +

MnMi
Zdz

(3.28)’

(3.29)’

(3.30)’

c) Tính công của một sô lực đặc biệt

- Lực vuông góc vói phương di chuyển (a  = 90°): ta có cosa = 0 và A = 0 (hình 3.2la).

- Lực nằm dọc theo dườiiiỊ đi: Lúc này cosa  = ±1 ta có A = ± jFds nếu lực có trị số 

khòng đổi thì công được tính là: A = ±Fs (hình 3.2lb).

L F M V M V F
Hẩ-

M

M
-*r

Cỉ)

Hình 3.21

- Trọng lực: Chọn trục z là trục thẳng đứng hướng lên trên. 

Áp dụng công thức (3.30)’ với chú ý là: X = 0; Y = 0; z =-P

h)

ta có:
Z Ị

A - )/ 0

Pdz = P(z0 -Z ị)  = ±Ph

Như vậy cõng của trọng lực không phụ thuộc vào đường đi 
mà chỉ phụ thuộc vào độ dời thẳng đứng của vật, lấy dấu 
dương nếu vật đi xuống, lấy dấu âm khi vật đi lên.

- Lực dàn lìổi tuyến tính:

Cho lực đàn hổi tuyến tính được biểu diễn dưới dạng F = - c r  trong đó c là hằng số. 
Theo (3.29)' ta có:

A = -  Jcrd.r = -  ~  J d ( r )  = - |  j d ( r ) = - | ( r ,2 - r02)
r0 '0 ~ '0
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Suy ra công của lực đàn hồi của lò xo khi nó bị kéo dãn hoặc nén lại một đoạn A từ

c ">
trạng thái tự nhiên là: A = -  — A'

- Ngẫu lực:

Cho ngẫu lực có mômen M đặt vào vật quay, mặt phẳng tác dụng của ngẫu vuông góc 
với trục quay. Ta di chuyển nqẫu trons mật phẳng của nó (tác dụng của ngẫu không đổi) 
sao cho một lực của ngẫu cát trục quay. Vì cosa  = ±1 nên khi vật quay một góc ckp nó 
sinh ra côn®: dS

dA = ±Fds = ±FRđi[> = ±Mdcp

ọ
A = ± j*Mdcp

0

Còns của nsẫu lực làm vật quay một sóc (p là:

o

Hình 3.23

Nếu ngẫu phát động công của neẫu mang dấu dươiig. Nếu là ngẫu cản, công của ngẫu 
mans dấu àrn:

Nếu M = const thì: A = ±Mcp

2. Động năng

a) Các định nghĩa

- Động năng của chất điểm : Đòng năng của chất điểm là đại lượng dương bằng một 
nừa tích cùa khối lượng và bình phươns vận tốc:

T = — mV" (3.31)

trong đó: m là khối lượng; V là vận tốc của chất điểm.

- Đậm* nũng của cơ hệ: Là tổng động năng của tất cả các chất điểm của hệ:

T- Ỉ Í X ví-  k = l
( 3.32)

Đơn vị đo động năng là kg.m:/s :

b) Độnạ /lúng của một vùi vật ran có chuyển clộ/HỊ dặc biệt

- Vật rắn chuyển động tịnh tiến:

Khi vật rắn chuyến động tịnh tiến, ờ mỗi thời điếm vận tốc của mọi điểm thuộc vật 
như nhau và bằng vận tốc khối tám c  của vật.

Vì vậy động năng của vật rắn là: T = m k Vk2 = — m ,
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Do đó: T = — MV2 (3.33)
2

- Vật quay quanh một trục cố địnli:

Giả sử vật quay quanh trục cố định z với vận tốc góc 05. Coi vật là cơ hệ có vô số chất
điểm. Chất điểm Mk có khối lượng mk cách trục quay một đoạn rk, có vận tốc Vk = rk co.

Theo (3.32) động năng của vật là:

1 V—' 2 1 V-1 ° ̂
T = ^ X m kvk = ị X m ^ (ữ

V ì ^ m ki£ = J z là mômen quán tính của vật đối với trục 

quay, nên động năng của vật quay quanh một trục cố định z là:

T = | j zco2 (3.34)
2

- \ 'ật chuyển động song phảng: Khi vật chuyển động song 
phàng ờ mỗi thời điểm vật chuyển động quay quanh trục tức 
thời z đi qua tâm vận tốc tức thời p của vật.

Áp dụns công thức tính động nãng của vật quay quanh một 
trục cố định. Ta có:

1 , Hình 3.24
T = - -J.O)

2 z

Gọi Cz là trục song song với trục z đi qua khối tâm c  của z
vật và d là khoảng cách giữa hai trục, M là khối lượng của vật, 
theo định lý mômen quán tính đối với các trục song song ta có:

Jz = Jcz + Md2

Nên: T = — (JCz + Md2)co2 = — JCz(02 + —Md2co2

Nhưng vì p là tâm vân tốc tức thời nên: dw = PC(0 = Vc  . c

Do đó động năng của vật rắn chuyển động song phẳng là:

T = Ị -M V ;+ -L jcy .  (3.35)
1 Hình 3.25

Vậy đóng năng của vật rắn chuyền động song phẳng bằng tổng động năng của nó
trong chuyển động tịnh tiến cùng với khối tâm và động năng của nó trong chuyến động
quay quanh trục đi qua khối tâm.

84



3. Định lý động năng

a) Dạng vi phàn

Định lý: Vi phân độ/tg nàng của hệ bằng tổng đụi sô công nguyên tô của các ngoại 
lực và nội lực đặt vào các chất điểm cùa hệ.

dT = X dAk + ẳ dAk-
k = l k=l

(3.36)

CÌÚỠI\Ị nùnh:

Già sử CO' hệ sồm n chất điểm. Gọi F£. Fị[ là hợp của các nội lực và ngoại lực tác dụng 

lèn chất điểm thứ k. Phương trình co bân dộnơ lực học của chất điểm có dạng:

m k\Vk = i * + Fi

Nhàn hai vế của phưong trình vói drk trong đó rk là véctơ bán kính định vị của chất

dv,
đièm thứ k và chú ý gia tốc của chàt đièm thứ k là W, = -—— . Ta có:

k dt

dV.
m.

dt
^d rk =F^:.drk + F'.drk (a)

Mặt khác: m k. ^ d r k = m k ^ - d V k = m k.VkdVk =d(^-m k.Vk2) = d ( ^ m k.Vk2) 
at at 2 2

M F|^.drk = dA£ và Fj[.drk =dA! nên từ (a) ta có d —m kVk2
\ 2  ,

\  iết hệ thức trên với k = 1.2....n rói cộng n phương trình ta có:

d ẳ | m kVk = ẳ dAk + Ẻ dA k
V k = l -  y k = l k = l

n n

Cuối cùng ta được: dT = X d A Í + X d A '
k = 1 k = l

b) Dang đạo hàm

= dAek + dAj<

Chia hai vế của (3.36) cho dt ta có: —  = y  + V
dt á ỉ  dt á í

dAỊ

dt

trong đó: —^  và —p -  = Wj| là cóng suất cứa hợp các ngoại lực và nội lực tác

dụng lên chất điểm thứ k cùa hệ. Ta có định lý sau:
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Định lý: Đạo hùm theo thời gian động năng của cơ hệ bằng tổng công suất của các 
ngoại vủ nội lực túc dụng lên cơ hệ

r lT

X = ẳ w k + Ẻ w ; 
ơt k=l k=l

(3-37)

c) Dạng hữu hạn

Định lý: Biến thiên động năng của cơ hệ trên một chuyển rời nào dó bằng tông đại sô 
:ông của ngoại lực và nội lực đặt vào cúc chất điểm của liệ trên chuyển rời đó.

T, -T0 = X Aĩ + ẳ Aí 
k=l k=l

(3.38)

Tích phàai 2 vế phương trình (3.36) với các cận tương ứng ta được ngay hệ thức (3.38)

d) Nhận xét

- Khác với 3 định lý trước trong định lý động năng nói chung có mặt nội lực, do đó
nói chung nội lực có ảnh hưởng tới sự biến thiên động năng của cơ hệ.

- Nếu các lực là khống đổi thì áp dụng định lý động năng dạng hữu hạn, nếu các lực
biến đổi nên dùng các định lý động năng dạng vi phân, hay đạo hàm.

- Định lý động nãng dùng đê giải các bài toán trong đó có vận tốc, vận tốc góc của
một bộ phận thuộc hệ, độ dịch chuyên và lực tác dụng.

Ví dụ 1: Tấm tròn đồng chất trọng lượng ọ  lăn không trượt trên mặt phắng nghiêng. 
Hệ số ma sát lăn giữa tấm và mặt nghiêng là k, bán kính tấm tròn là R, góc nghiêng a. 
Tim gia tốc tâm c  và lực ma sát trượt tác dụng lên tấm.

Bài giời:

Xét cơ hệ là tấm tròn, các lực tác dụng lên hệ là trọng lượng Q của tấm, phản lực

pháp tuyến N, lực ma sát trượt Fms và ngẫu cản lăn M,.

1 0 1
Động nãng của hệ: T = — M + — JC(D

Vì tấm Lãn không trượt nên tâm vận tốc tức thời ở điểm tiếp xúc p nên:

v r  1
co = —r~ còn J = — MR 

R 2
Do đó:

T = - M V C2 + - - - M R 2 - ( ^ ) 2 = - M V c2 = —  QVf; 
2 c 2 2 R 4 c 4g c

3 ỌdT = ^ V cdVc
2 g
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Vì tấm lãn không trượt, Vp = 0 nên công của lực ma sát trượt:

dA(Fms) = -  FmsdS„ = -  Fms.Vp.dt = 0 

Do đó tổnq công nguyên tồ của các lực tác dụng lên tấm:

X d A k = Q sina .dsc - Mị.dọ

thay Mị = k N  = kQ cosa; dtp = ^ìc_ vào (b) ta được J ] d A k = Q ( s i n a c o s a ) d s c
R R

Áp dụng định lý động năn5 dạnc vi phàn: dT = ^ d A k

3 0  kcho hệ ta được: — — Yr dVr  = Q ( s i n a - ^ c o s a ) d s r
2 g R

3 Ọ dVr  k
Chia hai vê cho dt ta được: — — \ r  — — = Q (sina  - - - c o s a )

2 g dt R dt

dVr  ... „ ds

ds,-

vi

Gia tốc tàm C:

— = wr và —— = Vr  nên sau khi rút gọn ta có: 
dt dt

w r = — s(sin a  -  ^ -co sa )
3 R

Áp dụng định lý chuyển đòne khối tâm cho hệ: MWC = N + ọ  + Fms

Chiếu lèn trục X ta được: NrA'c = Q sin a  -  Fms

Suy ra lực ma sát trượt tác duns lèn tấm:

Fm. = Q s i n a -  — w r  = -^ -(s in a  + — cosa)  
g 3g R

Ví dụ 2: Vật A nặng p, buờc vào đầu 
sợi dây không giãn, khỏng trong lương.
Dãv đươc vắt qua ròng rọc B quay quanh 
trục o .  Đầu dây kia buộc vào trục bánh xe 
c  lãn khóng trượt trên mặr phẳng ngang.
Ròng roc B và bánh xe c  là các đĩa tròn 
đống chất, bán kính R và trong lương P2.
Hệ số ma sát lăn giữa c  và mặt ngang là 
k. Ban đầu hệ đứng yén. Bo qua ma sát ờ 
trục ròng rọc.

Xác định vận tốc của vật A khi nó hạ 
xuống một đoạn s. Xác định gia tốc của A.
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Bài giải:

Xét cơ hệ gồm 3 vật A, B, c . Các nội lực tác dụng lên hệ là các sức căng của các sợi 
dày nối các vật. Vì dây không giãn nên tổng công nội lực bằng 0.

Các ngoại lực tác dụng lên hệ gồm trọng lượng của 3 vật, phản lực ở ổ trục quay R0

phàn lực pháp tuyến của nền N , lực ma sát trượt Fms và ngẫu cản lăn M|.

Trọng lượng của c  có phương vuông góc với đường đi nên công của nó bằng 0. Vật c  
lãn khònơ trượt nên công của lực ma sát trượt bằng 0 .

Trọng lượng của B, phản lực R0 có điểm đặt cố định nên công của chúng cũng bằng 0. 

Như vậy tổng công của các lực tác dụng lên cơ hệ khi A rơi xuống một đoạn s  là:

=P,S-Mj(p

k=l

trons đó: M, = kN = kP, và (p = —
R

D o  đ ó :  ẳ A x = ( P i R - k P 2 ) ị  ( a )

k=l K

Đòng năng của hệ: T = T(A) + T(B) + T(C) (b)
Động năng của A chuyển động tịnh tiến:

T(A) =ị-VA2 
2 g

Động nãng của B quay quanh trục cố định:

T(B) = I j  CD2 )2 = — V ;
2 z 2 2g R 4g

Động nãng của c  chuyển động song phẳng:

'T'/px _ 1 2̂ \/2 . 1 r 2  ̂ \ t2
2 ẽ 2 2 g

1 p2r 2
~(ùị

2 ' 2g
c

_ V c _ VA
R R

Suy ra: T(C) = - ^ v ị
4 g

V2
TTiay vào (b) ta được: T = —— -(P, + 2Pt )

2g

Áp dụng định lý động năng dạng hữu hạn: T - T 0 = E A k cho cơ hệ với chú ý hệ ban 

dầu hộ đứng yên nên T0 = 0 ta có:



Suy ra:

(C)

Đạo hàm hai vế hệ thức (c) theo thời gian và chú ý: — = WA = V.
■ dt A dt A

ta đươc:
V w  

A A (P, +2P: )(P. +2P O =  (P .R -k P ,)  —
1 2 1 R

r ilx Nr: 
R(P, +2P2)

Ví dụ 3: Hai vật A, B khối lưọns lẩn lượt là m, 2111 được nối với nhau bằng một lò xo 
có độ címs c, được đặt trên nển nsans hoàn toàn trơn nhẵn, ban đầu người ta kéo 2 vật ra 
xa làm cho lò xo giãn ra một đoạn <5 so với trạng thái không biến dạng và thả cho chúng 
chuyển độns với vận tốc ban đầu bans 0. Tun vận tốc của A khi lò xo hết biến dạng.

Xét cơ hệ gồm 2 vật A. B chuyển động tịnh tiến. Các ngoại lực tác dụng lên hệ gồm 
trọnơ lượng 2 vật A, B, phản lực pháp tuyến của nền tác dụng lên A, B.

Nội lực của hệ là lực đàn hổi tuvến tính.

Goi VA, VB là vận tốc của A. B khi lò xo hết biến dạng. Áp dụng định lý động nãng 
cho hệ:

Bùi giải:

( 1)

M  các ngoại lực đều vuông góc với đường đi nên: ^  = 0

Công cùa lực đàn hổi tuyến tính:

Ban đầu hộ đứng yên nén: To = 0

t 1 ") 1 
Đóng nãng của hệ khi lò xo hết biến dạng: Tị = — mV^ + — (2m)Vg

Thay vào ( 1) ta được: (2)

A B
W W W W V -

X77777/77777777777777777777 

Hình 3.28
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Gọi X là trục nằm ngang. Vì các ngoại lực đều vuông góc với trục X nên - 0 ,

do đó hình chiếu động lượng của hệ nên trục X được bảo toàn:

QX=Q?> (3)

Ban đầu hệ đứng yên nên: Q(xo) = 0

Hình chiếu động lượng của hệ lên trục X khi lò xo hết biến dạng: Q x = mVA - 2 m V B

Thay vào (3) được: 

Thay (4) vào (2) được:

v . - ị v A (4)

/
m V a + ị V M  = c52

2c
Suy ra vân tốc của A khi lò xo hết biến dang: VA = ỏ ——

V 3m

Ví dụ 4: Xe ô tô được mô hình như hình 3.29, chuyển động trên mặt phẳng nghiêng 
với mặt phảng ngang một góc a . Bánh trước là đĩa tròn đồng chất bán kính R, khối 
lượne m,, lăn không trượt dưới tác dụng của ngẫu có mômen không đổi M. Bánh sau 
cũng là đĩa tròn đổng chất khối lượng m2 bán kính R2, lăn không trượt, 2 bánh liên kết 
với nhau nhờ thân xe là thanh đồng chất khối lượng m3, gắn bản lề ở 2 trục xe. Bỏ qua 
ma sát ơ các trục. Tính công suất của động cơ (được gắn vào bánh trước và tạo nên ngẫu 
M) đẽ xe có vận tốc V và gia tốc a cho trước. Bỏ qua ma sát lăn ở 2 bánh.

Bùi giời:

Xét cơ hệ là 2 bánh và thân xe. Các ngoại lực tác dụng lên hệ gồm trọng lượng của 2 

bánh và thân xe Pị,P,,Q, các phản lực pháp tuyến, các lực ma sát trượt của mặt đường 

tác dung vào 2 bánh N !,N-,, F,, F-,, ngẫu M tác dụng vào bánh 1.

Áp dung định lý dộng năng dạng đạo hàm:

dT
dt ( 1)

Các lực N |,N 2 vuông góc với đường đi nên không sinh công. Do lăn không trượt 
cóng của các lực ma sát trượt cũng bằng 0 .

Cõng nguyên tô'của các lực còn lại: HdAk = Mckp, -(P ị +P 2 +Q )sina .dS

* » ^ ^  L-
2wWk = L ~  = M(0I + P '1 + Q )s in a .V  = Meo, -g (m , + m 2 + m 3) s in a .v  (2) 

Đóng náng của bánh 1 chuyên động song phẳng:
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, 2 . 1 .  _ 2 . i1 ? 1 2 1
Tl = Ỷ m,V|' + Ì V tử> o " '  1 9 9

Độn a nans của bánh 2 chuyên động song phang:

' v , v

v R .y

1  v 2 = — m .v
4 1

1 •) Ị 1 1 1 1 m ,R ;
T-, = -7 m-,V-T + — J0 .co; = —111-, v 2 H------- ——- -> - - "7 - ■> - - ? 2

V,

V R 2 J

3
= — m 2V

4 2

1 ->
Độns nàn2 của thàn xe chuyển độnc tịnh tiến: T-, = — m 3V .

Đòns năng của hệ:

T = T| +T> +T, = — in,Y: + —m-,v2 + —rriiV2 = — (3m, + 3m 2 + 2 m ,)V 2
' 2 - 4 1 4 - 2 4

dT 1
Do đó: —-  = ^-(3m, + 3m-, +2m ,)V a

dt 2 1 2

Thay (2), (3) vào (1) ta dược:

— (3mI +3m-, + 2m ?)V.a = Mũ)ị -g (n i |  + m 2 + m_,)sina.v

(3)

Cóng suất của động cơ:

w  = Mo),
( 3( m ị + m :

+ m a + g(m, + rrii + m ,) s in a V

Ví  du 5: Cho cơ hệ như hình (3.30) tang quay o  bán kính r,, trọng lượng Pị. Một 
đầu dây quấn vào tang quay, đáu dây kia buộc vào trục c  của con lăn có trọng lượng 
P2, bán kính r2. Trên tang quay tác dung một ngẫu lực có mô men M(t). Con lăn c lăn 
khóng trươt trên mật phẳng nghiêng một góc a  với mặt phảng ngang. Dây kéo song 
song với mặt phảng nghiêng. Tang quay o ,  con lăn c xcni In những trụ tròn đồng chất.
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Bò qua ma sát ở trục o .  Bỏ qua ma sát lăn, coi dây là không giãn, không trọng lượng. 

Cho M(t) = M0 -  btòị trong đó M0 và b là các hằng số dương, C0j là trị số vận tốc góc

cùa tang quay. Tìm biểu thức vận tốc góc của tang quay là hàm của thời gian. Biết 
rằng ban đầu hệ đứng yên.

Bài giúi

Xét cơ hệ gồm tang quay và con lăn.

Độna năng của tang quay:

„  1 ¥ ..2 1 p,rf 2 1 P,r,2 2
T1 = á - Jo“ ĩ 0 0 WI = 7  W12 2 2g 4 g

Động năng của con lăn:

T 1 , -> 1 , r 2 _ 3 p> , ,2T-, = —Jr co; + — miV;; = — - V .
- 2 c 2 2 2 c 4 g c

Vì con lăn c  lăn không trượt và dây 
khòns siãn nên: Hình 3.30

Ị*
v c = r,(02 = Fj 031 —» 0Ừ2 = — co2 -  UJ1 

h

Động năng của hệ: 

trong đó:

Suy ra:

T = T, + T, = —  (P, + 3P, )r,2cof = -  Icof 
4g 2

I = J - ( P ,+ 3 P 2)r,2 
2g

dT T_ dcõ,
—— = Ico, — -  
dt dt

Công suất của ngẫu M: w  = —  = = Mco, = (M0 -  btỬ! )(Oj

dA P-,dr -  -  
Cóng suất cua lưc Pt : w  = - — = —— = p ,.v r  = (-P,r, s ina)(0 ,

2 dt dt
Cóng suất của các lực tác dụng lên hệ:

w  = (M0 -P,I-| s in a -b íõ ^ ã ) ,  = (Mq -bcõ|)õõ, 

trong đó: Mq = M0 -  Ptĩ! sin a

Áp dung định lý động năng dạng đạo hàm và sử dụng (a), (b) ta có:

£ L  = w - ^ Ị Ê p ! >  = -pd t
dt a - p C 0|

(a)

(b)

(c)

92



trong đó:
_ Mq _ M0 -  P2r, sin ạ

a  ~ ì "
. .  p 4  = 2g -------ị - -----

I (P |+3P ,)r ,2(P, + 3P: )r,

Giải phương trình vi phân (c) với điểu kiện ban đầu (D|(0) = 0 ta được: 

râ1(t) = ^ - ( l - e ' p‘)

3.5. ĐỊNH LUẬT BẢO TOÀN c ơ  NÂNG

1. Trường lực

Trường lực là khoàne khòns eian vật lý, trong đó chất điểm chịu tác dụng của lực chỉ 
phụ thuộc vào vị trí của chát điểm àv.

Trưòns trọne lực, trườns lực đàn hồi tuyến tính là các ví dụ về trường lực.

2. Trường lực thè

Trường lực thế là trưòns lực. trone đó còng cùa lực tác dụng lên chất điểm không phụ 
thuộc vào quỹ đạo điểm đật lực mà chi phụ thuộc vào vị trí đầu, vị trí cuối của điểm đó.

Trường trọng lực, trườns lực đàn hồi tuyến tính đểu là các trường lực thế.

Lực tác dụng trong trường lực thè soi là lực thế.

3. Thế nãng

Thế nàng cùa chất điếm hay cơ hệ là đại lượng biểu thị năng lượng dự trữ của chất 
điểm hay cơ hệ đó. Xét cơ hệ gổm n chất điểm trong trường lực thế, quy định một vị trí 
nào đó cùa cơ hệ là vị trí "O". Khi đó thê năng cùa cơ hệ đựơc định nghĩa là tổng công 
của các lực thế tác dụng lèn cơ hệ khi nó di chuyển từ vị trí đang xét đến vị trí "O", ký 
h i ệ u  l à  n .

Theo định nghĩa trên thế nãnơ cùa cơ hệ ờ vị trí "O" bằng 0.

Như vậy một vật trọng lươr)2 p ờ độ cao h so với mặt đất thì thế
năng cùa nó so với mặt đất là Ph. Nếu chọn "O" là vị trí cân bằng tĩnh 
cùa lò xo thì thế năng của lưc đàn hồi tuyến tính cùa lò xo khi nó bị
kéo ra khoi vị trí cân bằng tĩnh một đoạn z là:

W W W

n = - c  
2

(z + ỗ0r  - ỗ ị

trong đó: ỗ0 = — - đó võng tĩnh cùa lò xo; 
c

Hình 3.31c - độ cứng của lò xo (hình 3.31).

Vì ta có thế chọn vị trí "O" cùa hệ là mót vị trí bất kỳ nên thế năng của hệ sẽ sai khác 
nhau mót hăng số. Như vậy:
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- Thế năng của trọng lực là: n  = ±Mgh + const (3.39)

lấy đàu + nếu vật ỏ' vị trí cao hơn vị trí "O" và ngược lại.

- Thế năng của lực đàn hồi tuyến tính là: n  = —cr2 + const. (3.40)

Trườne họp lò xo thẳng: n  = —cx2 + c o n s t , trong đó X là độ giãn hay nén của lò xo.

- Thế nănc cùa nqẫu lực đàn hổi tuyến tính (lò xo xoắn) có mô men M = -c<p là:

n  = —C(p2 + co n s t . (3.41)
2

Vì cons cùa lực thế tác dụng lên cơ hệ chỉ phụ thuộc vào vị trí đầu và vị trí cuối của 
các chát điểm, nên thê năng của cơ hệ là hàm các tọa độ các chất điểm:

n  =  n  ( x „  y „  z 1 ; x 2 ,  y 2 ,  z 2 x n ,  y n ,  z „ )  ( 3 . 4 2 )

4. Các tính chát cúa lực thê

a) Cóng cùa lực th ế khi cơ hệ di chuyển trong trường lực th ế  bằng hiệu thẻ năng 
cua co hệ ở vị trí đấu và vị trí cuối của dịch chuyển đó.

A,i2 = n , - n 2 (3.43)

Thật vậy vì công của lực trong trường lực thế không phụ thuộc vào dạng quỹ đạo 
chuyên độns nên ta có: A, 2 = A, 0+ A02 = A| 0-  A20

Nhưng theo định nghĩa thế năng: A, 0 = 7ĨJ ; A^o = 7ĨT

D o  đ ó :  A ,  2 =  n J  - n ,

b) Lực th ế có th ế biếu diẻn qua thê năng như sau

v  ỡ n  ổ n  a n  _ _  x
’ k _ ~ ^  ’ ~ _ ÃT~ (3-44)ỡxk ỡyk ỡzk

Thật vây khi cơ hệ di chuyến từ vị trí {Mk(xk,y k,z k)} sang vị trí lân cận 

|M k (xk -i-dxk,y k +dyk,zk +dzk)| (k = 1, 2,..., n) thì theo tính chất (a), công của lực thế 

sinh ra là: dA = n ( x k,y k,z k ) - n ( x k + dxk,y k + dyk,z k + d zk )hay dA = - d n  (a)

Theo cóng thức tính công nguyên tố của lực (3.30) ta có:

dA = X ( X kdxk + Ykdyk + Z kdzk) 
k = l

Còn vi phàn toàn phần của thế năng:
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m = ±
k=l

Thay vào (a) ta được: X k = -
an

an , an J , ổn ̂
dxv + -T— dyk + -—  dzL

dx. \ = -

an
ổyi

õz,

zk =
õ ĩì
õz

5. Định luật bảo toàn cơ năng

Giả sử co hệ di chuyển từ vị trí "1" đến vị trí "2" nào đó trong trường lực thế. Theo 

định lý độns năng ta có: T; -  T, = A, 2

Theo tính chất (a) của lực thế: A , , = n ,  -  n : 

do đó: T; -  Tj = n, -  n 2

hay: T| + ri| = T2 + n 2 = const.

Đại lượng E =T + n  gọi là cơ nàng cùa cơ hệ.

Vậy ta có định luật bảo toàn cơ năng sau:

Klii cơ hệ di chuyển trong trườnz lực thê thì cơ năng của cơ hệ được hảo toàn.

E = T + n  = const (3.45)

Hệ cơ học nghiệm đúng định luật bào toàn cơ nâng gọi là hệ báo toàn, còn lực tác
dụng lèn cơ hệ gọi là lực bảo toàn. Như vậy lực thê là lực bảo toàn.

Hệ thức (3.45) còn được goi là tích phân năng lượng.

Ví dụ: Một trụ tròn đồng chất có khối lượng m lăn xuống theo một dây treo thẳng 
đứng quấn vào nó. Đầu A cùa sợi dây được buộc chặt và khi trụ rơi không vận tốc đầu 
thì dây nhả ra. Tim vận tốc trục khối trụ khi nó rơi xuống được một đoạn h, tìm gia tốc
cùa true đó và sức cãng của dây.

Bùi giời:

Xét cơ hệ là khối trụ chuyển đòng song phẳng chịu tác dụng 

cùa trong lực p và sức căng T. Vì dây luôn đứng yên nên tâm 
vận tốc tức thời của trụ tại điểm tiếp xúc B giữa dây và trụ:

w \ \ \ \

VB = 0.

Do đó: dA(T) = T.dSo = T.VR.dt = 0.

Các lực tác dụng lên hệ là lưc có thế. Như vậy cơ hệ đang xét 
là cơ hệ bảo toàn.

Chọn vị trí "O" là vị trí ban đầu của trụ. Vì trụ chuyển dộng với 
ván tốc ban đầu bằng 0 nén theo định luật bào toàn cơ năng ta có: Hình 3J2

T + n - T q  +  ĩIq — 0 (a)
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Động năng T khi trụ rơi xuống một đoạn h là:

T = -m V p  + ị j r G)2 trong đó co = J
2 c 2 c 6 R

Do đó:

Thế năng cùa cơ hệ: 

Thay vào (a) ta được:

T = i mVc>+ I ^ Í ^ 2
2 2 2 V R

n = -P h  = -m gh  .

- 1  V 2 = — mVp
4 c

— mVc2 -m g h  = 0

Suy ra vận tốc của trụ khi nó rơi xuống một đoạn h là:

ígh

Đạo hàm (b) theo thời gian ta đựơc:

f v cwc - g v c =o

Suy ra gia tốc của trục trụ là:

Wc = T g

Áp dun2 định lý chuyển động khối tàm cho cơ hệ ta có:

mWc = P + T

Chiếu (c) lên trục z ta được: 

Suy ra sức cãng của dây:

mWc = - P  + T

T = p -  mWc = m(g -  w c ) = — mg.

m R 2

c _  2

(b)

(c)
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Chương IV 

NGUYÊN LÝ ĐALẢMBE

Trons hai chirơns trước, đế ciải hai bài toán cơ bản động lực học của chất điểm và cơ 
hệ, chúns ta đã sử dụnc plnrơnc trình vi phàn chuyển động của chất điểm và các định lý 
tổng quát động lực học, đó là các hệ qua được suy trực tiếp từ các định luật NiuTơn. Tuy 
nhièn rát nhiều bài toán độns lực học còn có thể tìm được lời giải ngắn gọn, nhờ các 
nguyên lý cơ học. Tron2 nhữiic chương tiếp theo, chúng ta sẽ lần lượt nghiên cứu các 
nguyên lý đó. Một trong nhữne nsuvèn lý cơ học có nhiều ứng dụng là nguyên lý 
ĐalămBe do nhà bác học người Pháp phát minh, mà chúng ta đề cập dưới đây.

4.1. Lực QUÁN TÍNH

1. Định nghĩa

Lực quán tính của cliất điểm l  ó khôi iượiìg m chuyển dộng với gia tốc w  lù đụi 

lượng vécỉơ có chiên ngược vói y/ư tôc w  và có độ lớn bung tích giữa khối lượng của 
chất điếm và gia tốc của I1Ó:

FqI = -raw (4-1)

Vì gia tốc của chất điểm có hai thành phần: Gia tốc tiếp và gia tốc pháp, nên ta cũng 
phàn lực quán tính của chất điểm thành hai thành phần:

F .

F = FT + Fn q> qt qt

Trong đó lưc quán tính tiếp tiếp tuyến với quỹ đạo:

F t = -m W  • F t1 qt i i | T T t ? 1 qt
dV

m =  m S
dt

Lực quán tính pháp ngươc chiều với gia tốc pháp tuyến:

F I = - « 'W , ;  ? ; = " •  —

F"qt

2. Thu hệ lực quán tính của vật rán chuyến động

Coi vật răn chuycn động là một cơ hệ có vô số chất điểm, mỗi chất điểm có môt lưc 
quán tính, như vậy vật có một hệ lực quán tính. Theo định lý thu hệ lực không gian khi
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thu hê lực quán tính về tàm o  ta được một lực và một ngẫu lực. Lực đặt tại tâm o  và có 
véctơ bằng véctơ chính của hệ:

R , . = S F k ' = - Z m kWk 
k=l k=l

(a)

Theo công thức (3.1): ^ m k rk = Mĩc

Đạo hàm 2 vế hệ thức trên 2 lần theo thời gian ta được:

Thay vào (a) ta được:

2 > kWk =M W c
k=l

R q t  = -M W C (4-2)

Như vậy véc tơ chính quán tính không phụ thuộc vào dạng chuyển động của vật, còn 
mômen chính của hộ lực quán tính nói chung phụ thuộc vào dạng chuyển động của vật 
thể. Sau đày chúng ta sẽ tìm biểu thức của nó đối với các dạng chuyển động đặc biệt.

a) Vật rắn chuyên động tịnh tiến

Thu hệ lực quán tính vể khối tâm c  của vật ta được một lực và một ngẫu lực có mômen:

t i ?  =  ẳ m c  ( F kq t )  =  ẳ  v ã ?  =  - ẳ 4 * m k w k =  v ì  ẳ m k ?k = M ĨC
k = l k = l k = l k = l k=l

mà ĨQ là véctơ bán kính định vị của c  có gốc ở c  nên:

1 ^ = 0  vậy M .̂1 = 0 .

Như ' V ậ y  thu hệ lực quán tính của vật rắn chuyển động 
tịnh tiến về khối tâm c  của vật ta được một hợp lực:

Rq t= -M W . (4.3)

b) Tám phẳng quay quanh trục cô định vuông góc 
với mậtịphẳng tấm

Cho tấm phảng khôi lượng M quay quanh trục cố định 
z đi qua O và vuông góc với mặt phẳng tấm. Hộ lực quán 
tính cùa tấm nằm ngay trong mặt phảng tấm, khi thu về 
tám o  ổươc một lực biểu diễn bằng công thức (4.2) và 
mót ngãu lưc có mômen:

M? = I  ffi„ ( F f  ) = I  m„ (ĩ\’q,) = -I  n<ni,x = ~ ỵ  5 = -JJ
trong đó: Jz là mômen quán tính của tấm đối với trục quay còn 8 là gia tốc góc của tấm.
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Như vậy:
Thu hệ lực quán tính của tấm phẳng quay quanh trục cô định vuông góc với mặt 

phẳng tấm về tâm o  ta được một lực và một ngẫu lực cùng nằm trong mặt phẳng tấm.

ÍR-, = -M W
_ q (4.4)

Trườns họp trục quay đi qua khối tàm c của tấm.

Khi đó W. = 0 do đó R ' , = 0 , nèn khi thu hệ lực quán tính về tâm c ta chỉ được một 

ngẫu có mòmen: ivự = - J zẽ

c) Tàm phấng chuyên động trong mặt phẳng của nó

Vì tấm phảns chuyển độns sons phắns nên ở mỗi thời điểm nó quay quanh trục 
vuòns sóc với mặt phảng tàm đi qua tàm vận tốc tức thời p của tấm. Theo kết quả phần

(b) thu hệ lực quán tính của tấm vé tàm p được một lực Rqt = -M W C, và một ngẫu có 

mòmen: = - J Zpẽ.

Tiếp tục thu hệ này về khôi tàm c của tấm, ngẫuM 1̂ không đổi còn lực Rq, được 

thèm vào một ngẫu lực phụ, theo định lý dời lực song song, mômen của ngẫu lực phụ là:

mc = m c (R qt) = mc |R 'qt J + mc (R qnt ) 

trong đó: Rqn( = -MW£ nằm trên PC nên m . Ịìlqị j = 0

Còn RqTt = -M W  C vuông eóc với PC có giá trị RqTt = -M d ẽ  nên: mc ^RqTt Ị = N1d2ẽ  

trong đó: £ là gia tốc góc của tấm.

Hơp 2 ngẫu Mp và mc ta đươc ngẫu có mòmen:

M* = M J‘ + m c = - J zpẼ + Md2ẽ  = - ( j zc+ M d 2) ẽ  + Md28 = - J zo8

Kết luận: Thu hệ lực quán tính của tấm phảng chuyển động 
trong mặt phẳng của nó về khối tãm c  cùa tấm ta được một lực và 
mót ngẫu lực:

R; = - M W ; (4.5)

trong đó: là mỏ men quán tính cùa tấm đối với trục zc đi qua
khối tâm c và vuông góc với mật phántỉ tấm.

Kết quả này còn đúng cho trường hợp vật rắn chuyên động song 
song với mặt phảng đối xứng của nó.

Hình 4.3
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4.2. NGUYÊN LÝ ĐALẢMBE - CÁC PHƯƠNG TRÌN H TĨN H  ĐỘNG

1. Nguyên lý ĐaLãmBe đôi với chất điểm

a) Nguyên lý: Tron ạ chuyển động của chất điểm, các lực thực sự tác dụng lên chất 
điểm cùng vói lực quán tính của chất điểm ấy lập thành một hệ lực cân bằng.

Chíoig minh:

Xét chất điểm khối lưọng m chuyển động với gia tốc W do các lực Fị,F,,....,Fn gây 

ra. Áp dụng phương trình cơ bản động lực học đối với chất điểm ta có:

mW = Fị + F, + .... + Fn

Chuyển mW sang vế phải với chú ý là -m W  = Fql ta được:

F, + F 2 +.... + Fn + F qt = 0

Hệ lực |F 1,F,,...,Fn,Fqt Ị là hộ lực đồng quy có véctơ chính triệt tiêu nên phải cân bằng.

Oiú ý là hệ lực trên cân bằng theo tiêu chuẩn cân bằng của hệ lực đổng quy, nhưng 
chất điểm khòng cân bằng mà vẫn chuyên động với gia tốc w  .

b) Các phương trình tĩnh động của chất điểm

Vì hệ lực trên cân bằng nên theo điều kiện càn bằng của hệ lực đồng quy ta có các 
phươns trình cân bằng sau:

ẳ  x k + x „  = 0, £  Yk + Yq, = 0, £ z k + z q, = 0 (4.6)
k=l k=l k = l

trona đó: Xk , Yk , Zk là hình chiếu của lực Fk lên 3 trục tọa độ;

XqlYqt,Z q( là hình chiếu của lực F , lên 3 trục đó.

Các phương trình (4.6) gọi là các phương trình tĩnh động của chất điểm.

Ví dụ: Quả cầu nhỏ khối lượng m được buộc vào sợi dây dài không giãn OM = /.
Quay OM quanh trục thẳng đứng qua o  làm M vẽ nên quỹ đạo là đường tròn tâm I nằm
trong măt phảng ngang. Góc lập bởi OM và trục thẳng 

đứng ơ. = 30°. Tính vận tốc của M và sức căng sợi dây.

Bài giải:

Coi quả cầu M là chất điểm. Các lực thực sự tác dụng 

lén M góm trọng lượng p và sức câng T dây, lực-quán 

tính cùa M: Fqt . Theo nguyên lý ĐalãmBe (P, T, F ,) ~ 0 .

Lập hệ trục tọa độ tự nhiên Mxnb như hình vẽ. Phương
trình tĩnh động của M trên hệ trục này là: p

Hình 4.4

100



Từ (2) có: T =

T s i n a - F 1̂' = 0  ( 0

T c o s a - P  = 0 (2)

p 2 me
cos a 73

O I  v ;  y 2Vì Fq = mW„ = 111 —— = m
p /sin a

V 2 _  . mg
nên tìr ( 1) ta có: 111---------= T s i n a  = — — s in a  = m gtga

/sin a  cos a

Do đó: V = N/ls ts a s in a ,  =
' ề

2. Nguyên lý ĐaLãmBe đỏi voi cư hệ

a) Nguyên lý: Trong (. liu\'ữn LỈO/I ì> CH U  cơ hệ, những lực thực sự đặt vào cúc cluít điểm 
cùa Cữ lìệ gổrn các ngoại lựi và nội lực. cùng các lực qnúìi tính cùa cúc chút điếm lụp 
thành một hệ lực cân bằng.

Chíũig minh: Khảo sát cơ hệ gồm n chất điểm gọi F̂ ’,F|  ̂ lần lượt là hợp các ngoại lực

và nòi lực tác dụng lên chất điêm thứ k của hệ. Áp dụng nguyên lý Đalãmbe cho chất
điểm này ta có:

Nếu hệ gồm n chất điếm ta có n hệ lưc cân bằng, do đó hệ lực tác dụng lên cơ hệ, 
gồm n hệ Iưc cân bằng cũng phai cân bằng:

(> v  - 0
k = 1.2 ..n

b) Các phương trình tĩnh động cua cơ hệ

Như đã biét trong tĩnh hoc. khi hé lực đã cân bãng thì véctơ chính và Iiiômen chính 
cua hệ phai triệt tiêu:

R = È f í + ẻ f ; + r '" = ‘> (a)
k=l  k - l

Mu = Z m „ ( F ' )  + X m „ (F ;)+ M ;l '  = 0  (b)
k=l k-l

Nhưng theo tính chất của nói lực: ^  Fị| = 0; ^  m0 ( F|i) = 0 từ (a) và (b) suy ra:
k = l k = l
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^ F ' + R ' ^ O ;  £ m 0 ( F ' W ' = 0
k=l k=l

Chiếu các phương trình véc tơ trên lên 3 trục tọa độ ta có:

ẳ X 'k+ R ? ' = °  í> x (F |< e) + M ? = 0
k = l k=l

ẳ Yĩ + R ? ' = °  
k=l

Ê z í + R ?'=0 
k=l

+ M yqt = 0í > y ( F k )
k = l

i ' " , ( f í ) + M . , , = 0
k=l

(4.7)

Các phương trình (4.7) được gọi là các phương trình tĩnh động của cơ hệ. Từ các 
phương trình tĩnh động ta có thể tìm được lực hay chuyển động. Như vậy, nhờ nguyên lý 
ĐalãniBe ta có thể giải được các bài toán động lực học của cơ hệ bằng phương pháp tĩnh 
học. Nsười ta gọi phương pháp này là phương pháp tĩnh động. Phương pháp tĩnh động 
thườns được dùng để xác định gia tốc hay phản lực ở ổ trục quay khi cơ hệ chuyển động.

Ví dụ 1: Hai vật nặng trọng lượng P|, P2 được quấn vào 2

tính đối với trục quay là pvà các bán kính tương ứng là R, r. 

Tìm gia tốc góc của ròng rọc, phản lực ở trục quay và sức 
căng cùa các sợi dây buộc hai vật A, B.

Bùi giãi:

Xét cơ hệ gồm ròng rọc và 2 vật nặng, các ngoại lực tác 

dung lén hệ gồm các trọng lượng P|, P t,Q  của các vật nặng 

và ròng rọc, phản lực ở ổ trục R0 . Các lực quán tính tác dụng 

lẽn hệ gồm F|qI, Fsql của hai vật và ngẫu lực Mqlcủa ròng rọc. 

Theo nguyên lý ĐalămBe: ^P1,P2,Q ,R 0,F1qt,F2qt,M qt Ị ~ 0

Giả sư gia tốc góc £ có chiều như hình vẽ khi đó các lực 
quán tính và mô men quán tính có chiều như hình vẽ và có
giá trị là:

p, . . .  p,

Hình 4.5

F|4' = — Wj = — r ẽ ; F?* = —  W2 = —  RẼf; M * = J z£ = ^ p 2ẽ  
g 8 g g . g

Phương trình mômen của hệ lực trên lấy đối với tâm o  là:

Ỳ  m 0(Fk) = p,:r -  P2R -  F,qt r -  F2ql R - M ql = 0  
k = l
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Thay các giá trị tính được của các lực quán tính vào phương trình trên ta có: 

P1r - P 2R - - ( P 1r2 +P2R 2 + Q p 2) = 0
o \ 'B

Suy ra: e =
Pị ĩ -P .R

p,r2 +P2R 2 + Q p 2 

Nếu p,r -  P:R > 0 thì chiều ẽ  đúne với chiều giả thiết. F'

Từ hình vẽ trên thấy R0 có phưons thẳng đứng, viết phương 

trình hình chiếu lên trục y ta có:

= - P , - P : - Ệ ll+ F lq ,- Q  + Ro = 0
k=l

Suy ra: R0 = Pj + P-, + Q -  — (P ị ĩ -P iR )
a cr

Áp dụng nguyên lý ĐalămBe cho vặt A ta có: (Pị,TA,Fjqt) ~ 0 .

Chiếu lèn trục y ta được: ^  yk = TA + Fịqt -  P| = 0

Suy ra: TA = p, -  F,qt

Áp dụng nguyên lý ĐalâmBe cho vật B ta có: ( P ^ T g ,^ ' )  ~ 0 

Chiếu lèn trục y ta được: Z y k = Tg -  -  P2 = 0

B

Fỹ

Hình 4.6

Suy ra: 

Ví dụ 2:

Tp =P,+Fpqt

Õ3 = const quanh trục thẳng đứng vuông góc với mặt 
phầng tấm qua o. Khối tâm c  của tấm cách trục quay 
một đoạn bằng a tìm phản lực ớ cối A và ổ đỡ B biết 
OA = OB = h.

Bai giải:

Xét cơ hệ là tấm phắng quay quanh trục vuông góc 
với tấm. Thu hệ lực quán tính của tấm vể tâm o  ta

đươc: Rqt = -M W C = -MW^ năm trên o c  và ngẫu 

Mq vì tấm quay đều ẽ  = Onén M 1̂ = - J zẽ  = 0 .

Theo nguyên lý ĐalămBe: (p ,R A,R B,R qt j ~ 0.
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Chọn hệ trục tọa độ Oxy sao cho Oy qua c, ta có phương trình:

£ x k =xA + xB=o
l Y t=-YA -YB+Rql=0 

I z k=zA-p=o 
£ f f i , = h Y B- h Y A - a P  = 0 

£ f f i y = h X B- h X A = 0

Giai hệ phương trình trên ta được:

X A = X B =0;

Paco

ZA = P

V = —  -  p-
A 2g 2h

y b = ^ Ì + Ị p .  
B ->!• 2h

Ví dụ 3: Thanh dồng chất OA dài 1, nặng p liên 
kết với trục thắng đứng bung bán lể o và dây AB. 
Trục quay với vận tốc góc không đổi 05. Tim sức 
cănc T cùa dây và phán lực tại o khi OA làm với 
trục cóc a  (hình 4.8).

BỜI giúi:

Xét cơ hệ là thanh đồng chất OA, khi OA quay 
đểu quanh trục tháng đứng mỗi phần tứ khối lượng 
Am cua thanh cách true quay một đoạn X có lực 
quán tính là:

Fql = F„qt = Amarx .
Hình 4.8

Do đó hệ lưc quán tính của thanh OA là hệ lực phân bố theo quy luật tam giác. Hợp 

lưc R~ cùa nó đặt tại trọng tâm tam giác, vuông góc với trục quay và có giá trị:

R qt R q t mW„ = —W" = — - - o r  sin a  
2'c ' vc 

g g

Theo nauyên lý ĐalĩunBe: (P ,R0,T ,R qt) ~ 0 

Các phương trình tĩnh động của hệ:

Z x l = x 0 + R „ - T  = 0

£ Y k = Y „ - P = 0

V- -  / 22^ ni0 = T ./cosa  -  p .—sin a  -  Rql. —/c o s a  = 0

( 1)

( 2 )

(3)
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Từ (3) suy ra:

4.3. PHƯƠNG TRÌN H VI PHÂN CHUYỂN đ ộ n g  c ủ a  v ậ t  c h u y ể n  đ ộ n g  

SONG PHẲNG

Xét chuyển độns của một tâm phàns trong mặt phảng của nó chịu tác dụng của các 

lực Fj.F ,.....Fn nằm ngay trong mặt pháng tấm. Tliu hộ lực quán tính của tấm về khối

tâm c được một lưc Rql đặt tại c và một ngẫu M c .

Trong đó: xc, yc là toa độ của khối tâm c, còn (p là góc định vị của tấm đối với hệ 
động có gốc ở c còn hai true song song với hai trục của hệ tọa độ cố định. Các phương 
trình (4.9) là phương trình vi phân chuyển động của vật chuyển động song phẳng dưới 
dạng toa độ Đề Các.

Nếu biết quỹ đao của khối tàm c ta chiếu (4.8) lên các trục của hệ tọa độ tự nhiên được:

n n

Do đó:

Theo (4.5) Rql -  -M W C ; = - J zCẽ

Thay vào trên ta được: Hình 4.9
n

(4.8)
k = l

M x c = £ x k

M ỹc = Z Yk
J/ c c p - ^ m t (Fk)

(4.9)
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(4.10

trons đó: Sc, v c là tọa độ cong và vận tốc của khối tâm C; p là bán kính cong quỹ đạc
của c.

Các phươno trình (4.9), (4.10) được sử dụng thuận tiện khi giải bài toán thuận và bà 
toán nsược của vật chuyên động song phẳng.

Ví dụ: Tấm tròn đổng chất khối lượng m bán kính R được đặt trên mặt phẳnị 
nshièns với mặt phẳng ngang một góc a. Ban đầu người ta truyền cho tâm o  một vậr 

tốc v 0 hướng lèn trên. Tìm phương trình chuyển động của tấm, giả thiết tấm lăn khônị

trượt trẽn mặt phẳng nghiêng, bỏ qua ma sát lăn. Hệ số ma sát trượt f của mặt nghiêng 
phải thoà mãn điều kiện nào để tấm lăn không trượt. Tìm thời gian T từ khi bắt đầu lăn 
đến khi tấm đến vị trí cao nhất.

Xét chuyển động song phẳng của tấm trên mặt phẳng nghiêng. Chuyển động của tấm 
có thể chia thành hai giai đoạn

a) Giai đoạn 1: Từ khi bắt đầu chuyển động đến vị trí cao nhất.

Bài giải:

Các lực tác dụng lên tấm gồm: trọng lựơng P, phản
lực pháp tuyến N, Lực ma sát trượt Fms. Chọn hộ trục

tọa độ Oxy như hình vẽ. Phương trình vi phân chuyển 
động cùa vật chuyển động song phẳng (4.9) có dạng:

V,

mxc = Fms -  p sin a  

mỹc -  N -  P co sa

ẑĉP = ~Fms.R

( 1)

(2)

(3) Hỉnh 4.10

Do tấm lăn không trượt nên: xc = R (p -» x  =R cp—»cp = -£-

(a)

(b)

106



Điều kiện ban đầu: x(0) = Cị = V0 ; xc (0) = C2 -  0;

Vậy phương trình chuyển động của tấm ờ giai đoạn 1 là: xc = V0t -  —gt“ s in a1 2

Gọi T là thòi gian từ khi bắt đầu chuyển động đến khi đạt vị trí cao nhất

Ta có :

3 '  V
Suy ra T =

2 s s in a

Vì: y. = R = const nên từ (2) ta có: mỹ. = N - P c o sa  = 0

Suy ra: N = Pcos a  = mgcosa

Đè cho tấm lăn không trượt, phải thoà mãn điều kiện Fms < f N

Thay giá trị của Fms và N từ (a), (b), (c) ta có — m g s in a  < fm gcosa

Suy ra: f > tga / 3 . Đây là điểu kiện để tấm lăn không trượt đi lên. 

b) Giai đoạn 2: Từ vị trí cao nhất tấm lăn không trượt đi xuống. 

Phương trình vi phân chuyên động song phẳng của tấm 

mxc = - F ms + P s in a  (4)

mỹc = N - P c o s a  (5)

J zc<P =  F m s-R  ( 6 )

Do lãn không trươt: xc = Rcp—> xc = R(ị> —» ộ = —
R

(c)

Từ (6) ta có:
R

h
R-

Ị_
2

1
Thay vào (1) ta được: mxc = -  — mxc + m g s in a  . Suy ra: xc = —g s in a

Nếu chọn gốc thời gian và gốc tọa độ o  ứng vị trí cao nhất của tấm thì sau khi tích 
phân phương trình trên ta đươc:

1 2xr  = - g t  sin a  .
c 3

Tưcmg tự như giai đoạn 1, thay vào điều kiện lăn không trượt:

Fms < fN, ta cũng có: f > tga/3.

107



Chương V

N(ỈUYÊN LÝ DI CHUYỂN KHẢ DĨ

Tron2 phần tĩnh học ta đã tìm được điểu kiện cân bằng của cơ hệ, bao gồm các vật 
thể liên kết với nhau, bằng cách xét cân bằng từng vật thể, thay thế các liên kết bằng các 
phàn lực lièn kết tirơng ứng. Tuy nhiên, nếu cơ hệ có nhiều vật thể, số lượng các phản 
lực liên kết chưa biết tăng lên, ta phải giải một số lớn các phương trình cân bằng.

Neuyèn lý di chuyển khá dĩ được trình bày dưới đây khắc phục được khó khăn nêu 
trên, cho ta các điều kiện cân bằng tống quát của một cơ hệ không tự do bất kỳ.

5.1. CÁC KHÁI NIỆM VỀ Cơ HỆ KHÔNG Tự DO

1. Liên kết

a) Định nghĩa: Liên kết là các điều kiện ràng buộc chuyển động của cơ hệ, không 
phụ thuộc vào lực tác dụng và các điều kiện ban đầu của chuyên động. Các điều kiện 
này đươc diẻn tả dưới dạng các hệ thức giữa các yếu tố xác định vị trí, vận tốc của chất 
điểm cua hệ và thời gian. Người ta gọi các hệ thức ấy là các phương trình liên kết.

\ 7 dụ: đối với cơ cấu tay quay thanh truyền ta có các phương trình liên kết sau (hình 5.1).

Bánh xe tròn bán kính R tâm o  chuyển động lãn không trượt trên đường thắng Ox là
cơ hệ chịu các liên kết sau ( h ì n h  5.2): ZM = 0;

XÃ + YÃ = r 

( x H - x A r + y i  = / 2

y B = 0

A chuyển động tròn quanh o

AB = /

B c h u y ể n  đ ộ n g  t h e o  t r ụ c  X

y 0 > R ; 

Vp = 0 y
A

/77777777

X

Hình 5.1 Hình 5.2

]()X



b) Phàn loại liên kết

Căn cứ vào các phương trình liên kết có thể phân loại liên kết như sau:

- Liên kết ílừrig: Nếu phương trình liên kết không chứa rõ đối số thời gian t thì liên 
kết được gọi là liên kết dừng. Ngược lại là liên kết không dừng.

Ví dụ: Viên bi được buộc vào đầu dây không giãn dài /, treo vào một điểm cô định 
chịu liên kết dừng với phương trình liên kết: X2 + y2 + z2 = I2

Hòn bi chuyển động trên mặt cầu có bán kính thay đổi theo luật r = r(t) chịu liên kết 
không dims với phương trình liên kết:

X +  y  +  z  -  r ( t )  =  0

- Liên kết hình học: là liên kết chi ràng buộc về vị trí không ràng buộc về vận tốc.

Phương trình liên kết của liên kết hình học chỉ chứa các yếu tố xác định vị trí mà
khôns chứa các yếu tố xác định vận tốc. hoặc nếu chứa các yếu tố vận tốc thì có thể tích 
phàn trực tiếp để có phương trình liên kết tương đương không chứa yếu tố vận tốc nữa.

Ví dụ: Viên bi được buộc vào dày treo vào một điểm cố định (hình 5.3).

- Liên kết động học là liên kết ràng buộc các yếu tố vận tốc.
Trons phương trình liên kết có chứa các yếu tố vận tốc.

- Liên kết giữ: Nếu liên kết được mò tả chỉ bởi những đẳng thức 
thì nó được gọi là liên kết giữ. Ngược lại là liên kết không giữ.

Trong chương này ta chỉ xét các liên kết dừng, giữ và hình 
học. Phương trình liên kết này có dạng:

fJ (x 1,y 1, z 1,...,xn,y n,zn) = 0 (j = l ,2, .... ,s)

c) Phàn loại cơ hệ

Ta phân các cơ hệ thành hai loại cơ hệ tự do và cơ hệ không tự do.

Cơ hệ không tự do là cơ hệ chịu ràng buộc bởi các liên kết. Cơ hệ này lại được phân 
thành 2 loại: cơ hệ Hôlônôm và cơ hệ không Hôlônỏm. Nếu mọi liên kết của cơ hệ đều 
là liên kết hình học thì cơ hệ được gọi là Hôlỏnôm. Nếu cơ hệ có ít nhất một liên kết 
đống hoc thì nó có được gọi là khóng Hỏlônỏm.

Cơ hệ không chịu ràng buóc bời bất kỳ liên kết nào được gọi là cơ hệ tự do.

2. Toa độ suy rộng của cơ hệ

Trước đây để xác định vị trí của chất điểm hay cơ hệ ta đã dùng các véctơ bán kính 
định vị, các tọa độ Đề Các, tọa độ tự nhiên của các chất điểm. Nhưng nếu chú ý đến kết 
cấu của hệ thì việc xác định vị trí của hệ còn đom giản hơn nhiều nhờ cách chọn một số 
thóng số định vị thích hợp cho cơ hệ ấy.
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Ví dụ: Vị trí của vật rắn chuyển động quay quanh một trục cố định được hoàn toàn 

xác định khi biết góc định vị (p của nó. Cơ cấu tay quay thanh truyền có thông số định VỊ 

là sóc (p giữa tay quay và trục nằm ngang (hình 5.4).

Định nghĩa: Các thông số định vị của cơ hệ trong một hệ quy chiếu nào đó được gọi 
là những tọa độ suy rộng của cơ hệ ấy.

Ta thường ký hiệu tọa độ suy rộng của cơ hệ là q,, q2,.--qr ■ Nếu các thông số q; (j = 1, 
2,..., r) độc lập với nhau và vừa đủ đê xác định vị trí của hệ ta gọi chúng là các tọa độ đủ 
của cơ hệ.

Nếu các tọa độ suy rộng phụ thuộc nhau trong các phương trình liên kết ta gọi chúng 
là các tọa độ dư.

Đôi với cơ hệ bất kỳ ta có thể dùng tọa độ đủ hay tọa độ dư để xác định vị trí của nó. 
Chẳns hạn đối với cơ cấu tay quay thanh truyền (hình 5.4), ta có thể chọn một tọa độ đủ 
là q = cp hoặc 2 tọa độ dư: q, = (p, q2 = lị/.

Với phương trình liên kết: 

rsin(p -  /sin \\I = 0

Hoặc chọn 3 tọa độ dư là:

qi = *A; q2 = yA; q3 = (p
Với 2 phương trình liên kết:

xẨ+yẲ = r 2 ; XA = rcosọ
Hình 5.4

Chú ý là các tọa độ suy rộng có bản chất vật lý bất kỳ: độ dài, góc, điện lượng...

3. Di chuyển khả dĩ và sô bậc tự do cúa cơ hệ

a) Di chuyên khả dĩ của cơ hệ

Định nghĩa: Di chuyển khả d ĩ của cơ hệ lù di chuyển vô cùng bé từ vị trí đang xét 
sung vị trí lân cận mù cơ hệ thực hiện được plìù hợp với liên kết ở vị trí đang xét đó.

Gọi rk là véc tơ bán kính định vị của chất điểm Mk ở thời điểm khảo sát, lý là véc tơ 

bán kính định vị của chất điểm này ở vị trí M'k lân cận của M k.

Véc tơ: ỏrk = ĩỹ -  rk biểu diễn di chuyển khả dĩ của chất điểm Mk.

Ví dụ: Xét chất điểm chuyên động trên một đường cong. Di chuyên khả đĩ của chất 
điểm M được biếu diễn bằng véc tơ vô cùng bé ôr tiếp tuyến với đường cong tại M.

Xét chuyển động của chất điểm M trên một mặt cong, khi đó di chuyên khả dĩ của 
chất điểm được biểu diễn bằng véc tơ vô cùng bé ôr tiếp tuyến với mặt cong tại M 
(hình 5.5).
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Hình 5.5

b) Sò bậc tự do của cơ hệ

Định nghĩa: Sô bậc tự do cùa cơ hệ lủ sô tối da các cìi chuyển khả d ĩ dộc lập tuyến 
tính của cơ hệ ấy.

Ví dụ: Xét chất điểm chuyển độns trẽn đường cong, gọi ô0 là véctơ vô cùng bé nào 

đó tiếp tuyến với đường cons tại M. Mọi di chuyên khả đĩ của chất điểm đều được biểu 

diễn qua véctơ này: ỗ r  = ẢỗQ . Trons đó X là một số thực nào đó. Như vậy số di chuyển

khả dĩ độc lập tối đa của chất điểm là mòt, do đó nó có một bậc tự do.

Xét chuvển động của chất điểm M trên mật cong. Gọi ỏ i,ô2 là hai di chuyên khả dĩ 

khòna cùns phương nào đó của M. khi đó mọi di chuyển khả dĩ của M đều được biểu 

diễn dưới dạng: ỗ ĩ  = ^]ô| +A.-.Ô-,- Trong đó A.J, Xolà các số thực nào đó. Như vậy chất 

điểm có 2 bậc tự do, vì nó có hai di chuyển khả đĩ độc lập tối đa.

c) Quy tắc thực hành tìm so bậc tự do của cơ hệ

Cho cơ hệ với r tọa độ suy ròng q . q.,..., qr và s phương trình liên kết hình học dạng:

9a(qî 2...qr) = ° (a = l,2,....,s)
- Biểu diễn di chuyển khả d ĩ cùa hệ CỊUU các qr

Xét hai vị trí lân cận của cơ hộ xác định bởi 2 tập hợp giá trị của các tọa độ suy rộng 
q 1?q i , . . . ,q r và qí,q',,...q'r .Theo định nghĩa di chuyển khả đĩ, các qj và q' với j = 1, 2,... r

phải thoả mãn các phương trình liên kết.

<Ị>a (q , ,q 2,...,qr ) = 0

4>a(qi’q 2 - q r )  = °

Ký hiệu: ôqị = q ’l — q J, ỏqr = q r - q r gọi là các biến phân của tọa độ suy rộng.

Như vậy các biến phân ôqj phải thoả mãn hệ thức: (ị>a -<Ị)a = 0  ( a  = 1,2,.... ,s)

Vậy: Một di chuyển khả dT bất kỳ của cơ hệ được biểu diễn bằng một tập hợp những 
biến phân của các tọa độ suy rộng: ỗq1,ôq-,,...,ôqr với điều kiện:
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5<fra = <Kx “ ^a =0 (a  = l,2....,s)

- Quỵ tắc: Tim sô bậc tự do của cơ hệ.

Xét hệ Hôlônôm với n tọa độ suy rộng đủ q h q2,„. qn.

Khi đó các biến phân ôqị,ỏq2, .....ôqn độc lập với nhau và do đó các di chuyển khả đĩ

sau đây của cơ hệ là độc lập với nhau.

ôj(ôq, = 0,ôq2 = 0,...,ôqJ * 0,...,Ôqn = 0 ) (j = 1,2,...,n)

Ngoài ra có thể biểu diễn mọi di chuyển khả dĩ của hệ qua n di chuyển khả dĩ độc
lập này:

(Ôq1,ôq2,...,ôqn) = ị ? i jôj 
j=i

Như vậy n di chuyển khả đĩ ôj trên là độc lập và tối đa.

Vậy, đối với cơ hệ chịu liên kết hình học số bậc tự do m của cơ hệ đúng bằng số tọa 
độ suy rộng đù của cơ hệ ấy: m = n

Tổng quát hơn nếu các tọa độ qj (j = 1, 2,...r) đã chọn là các tọa độ dư với s phương 
trình liên kết hình học tối đa và độc lập với nhau thì số bậc tự do của hệ là.

m  =  r  -  s

4. Liên kết lý tưởng, lực suy rộng

a) Cóng của lực trong di chuyển khả dĩ

Cho lực F tác dụng lên chất điểm M. Gọi ôr là một di chuyển khả đĩ bất kỳ của chất 
điểm ấy ta có.

Định nghĩa: Công của lực F trong di chuyển khả đĩ ôr của chất điểm là lượng đại số:

ÔA = F.ôr (5.1)

Có thể biểu diễn công của lực dưới các dạng khác sau:

SA = Xôx + Yôy + Zỗz 

ÔA = Fôs.cosa

trong đó: X, Y, z  là hình chiếu của F lên 3 trục của hệ tọa độ Đề 

Các vuóng góc, a  là góc lập giữa F và vận tốc V của chất điểm.

u I • ■ I í ' * 2 _ Hìtlh 5 6b) Lién két lý tướng

Định nghĩa: Nếu tổng công nguyên tô của các phản lực liên kêt trong mọi di chuyên 
khả đĩ cùa cơ hệ đều triệt tiêu thì ta nói rằng cơ hệ đó chịu liên kêt lý tưởng.



Xét cơ hệ có n chất điểm. Gọi N k là phản lực liên kết tác dụng lên chất điểm Mk,ôrk 

là véctơ di chuyển khả dĩ bất kì của nó, theo định nghĩa trên ta có.

Ví dụ: Chất điểm M chuyển động trên mật cong hoàn toàn tron có di chuyển khả đĩ là 

véc tơ ỗ? tiếp tuyến với mặt cong, còn phản lực liên kết N hướng theo phương pháp 

tuyến vuôns sóc với ô ĩ nên N.ôĩ = 0 vì vậy liên kết này là liên kết lí tưởng.

Trong thực tế nếu bỏ qua được ma sát và tính đàn hồi của vật thể tạo thành cơ hệ thì 
đa sô CO' hệ thường gập thoà mãn định nshĩa liên kết lý tưởng.

Có thể chứns minh các cơ hệ sau đày chịu liên kết lý tưởng:

- Vật răn tự do

- Vật ràn tựa lên mặt tựa rắn và nhan

- Vật rắn lãn khônơ trượt trên mặt tựa rắn

- Khớp nòi bàn lề trơn giữa hai vật

- Liên kết dày

- Dày mểm vắt qua ròng rọc cồ định không ma sát

- Dày mềm vắt qua ròng rọc đòng và bò qua sự trượt giữa dây với ròng rọc.

Chú V. Trong trường hợp khóne bó qua được ma sát và đàn hồi của vật thể, ta coi các 
lực ma sát và đàn hồi là các lực hoạt động. Như vậy vẫn dùng được khái niệm liên kết lý 
tườns cho cơ hệ.

C) Lực suy rộng

Xét cơ hệ có n chất điểm. Giả sử các tọa độ đủ của cơ hệ là q,, q2, ...qr. Gọi rk là 

véctơ bán kính định vị của chất điểm Mk của hệ. Như vậy rk sẽ là hàm của các tọa độ 

suy ròng và thời gian t: rk = rk (q,,qT,...,qr, t ) .

Kí hiéu Fk là lực tác dung lẽn chất điếm Mk của hệ. Ta tính tổng công nguyên tố của 

các lưc hoạt động trên một di chuyển khả dĩ bất kỳ của hệ:

n
(5.2)
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Đãt: (5.3;

Ta viết đươc: X ÔAk = Qiôqi + Q 2ôq2 + ......+ Q rỗqr = XQjôqj ( 5 .4 )

k = l J=1

Thứ nguyên của ọ  là [Q: ] = —  ̂ nghĩa là nó có thứ nguyên của công/đô rời.
■ J I q . j

Vì vậy người ta gọi Ọj là lực suy rộng ứng với tọa độ suy rộng qr 

Định nghĩa: Lực suy rộng Qj ứng với tọa độ suy rộng q là đại lượng vô hướng được 

biểu thị bàng hệ số của biến phân tương ứng ỗqJ trong biểu thức tổng công của các lực

hoạt độns tác dụng lên cơ hệ trong di chuyển khả dĩ bất kỳ của cơ hệ.

Đế tính lực suy rộng Ọj có thế dùng các phương pháp sau:

• Cho hệ di chuyên khả đĩ bất kỳ, tính tổng công của các lực hoạt động trên di chuyên 
khả đĩ đó. tìm lực suy rộng Ọj theo công thức (5.3)

• Cho hệ một di chuyển khả dĩ đặc biệt trong đó ôqJ ^  0; ôqk = 0 với k j .

Tính tons công của các lực hoạt động trên di chuyến khả đĩ này ta được

Nêu các lực hoạt động là các lực có thế và hàm thế năng n được biểu diễn qua các 
toa đó suy rộng: n = n (q,, q2, • • q,) thì các lực suy rộng được tính theo công thức:

n
n

X 8Ak = Q ,8% suy ra Qj k = I
k = I

(5.5)

Z 8Ak = I ( X kSxk + Y kSyk + Z t 8z k) (*)
k = l k = l k=l

trong dó:

Thay vào (*) và đổi thứ tự lấy tống ta được:
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an
~ õ ĩ ,

Thay Xk, Yk, Zk bằng cônu thức (3.44) ta có:

o  = . ỷ  í ỈU £ i k + + i EL Ẽ k  
’ è ự ' k  AI, 5xk a ij

Đó là điểu cần chimg minh.

5.2. NGUYÊN LÝ DI CHUYỂN k h a  dĩ

1. Nguyên ly

Điều kiện ràn và dù dè cơ hệ cliịn liên kết tlửinỊ và /ý tưởng cân bằng à  vị trí dang xét 
lù tốnư IÒ//Ư (. lìa các lực hoạt (íộtiiỊ rrona mọi di chuyển khả d ĩ cùa cơ hệ từ vị trí ấy dêu 
triệt tiêu.

Ỷ . K * l = 0  ( 5 . 6 )

k = l

Chímg minh:

- Điều kiện cần: Giả sử cơ hệ càn bans ờ vị trí đang xét. Gọi Fk và Nk là hợp các lực 

hoạt đòna và các phán lực liên kết tác duns lên chất điếm Mk. Vì chất điểm Mk cân bằng 

nên \v  = 0 , theo phương trình co ban đòna lực học đòi với chất điểm Mk ta có:

Fk + N k = 0

Goi ỏrk là di chuyển khả dĩ bất kv cua Mk ta có:

- ' V ỎFk = 0

Viết hệ thức trên cho n chát diém cua ca hệ, rói cộng từng vế ta được

+ X  N A  = 0 .
k = ] k = I

lì
Vì hệ chiu liên két lý tưởng nén ^  N’kỗ rk = 0 , do đó: Z F kôĩk = 0.

k = I k = l

- Điên kiện (hi: Giá sứ hệ chịu lién kết dừng và lý tưởng ta phải chứng minh nếu cơ hệ 

đang ơ vị trí cân bằng và thoá mãn điều kiện ^  Fkôrk = 0 thì hệ sẽ luôn ở vị trí càn báng.



Thật vậy giả sử ở một thời điểm nào đó cơ hệ khởi động từ vị trí đang xét, thì độ biến 
thiên động nãng của hệ sẽ dương. Theo định lý động năng dạng vi phân ta có:

d T = ẳ d A l + £ d A tN = £ F kđrk + X N kdrk > 0  (*>
k=l k=l k=l k=l

Vì hệ chịu liên kết lý tưởng nên: ^ N kdrk = 0
k=i

Vì hộ chịu liên kết dừng nên di chuyển thực của hệ sẽ trùng với một di chuyển khả đĩ

của hệ drk = ôrk,do đó từ (*) ta c ó ^ F kôrk > 0. Điều này trái với giả thiết là trong mọi
k=l

n
di chuyển khả đĩ của hệ ^ F kôrk = 0. Vậy cơ hệ không thể khởi động từ vị trí cân bằng

k=l
đang xét được.

Chú ỷ: Nguyên lý di chuyển khả đĩ thường được dùng để tìm điều kiện cân bằng của 
cơ hệ không tự do, xác định phản lực liên kết của các kết cấu hoặc tìm điều kiện cân 
bằng tương đối của cơ hệ.

2. Phương trình cân bằng tổng quát của cơ hệ không tự do

Để tiện sử dụng sau này ta sẽ viết điều kiện cân bằng của cơ hệ không tự do (5.6) 
dưới các dạng khác nhau.

a) Dạng véctơ:

Ẻ f t Srk = 0  
k=l

b) Dạng tọa độ Đ ề Các:

Gọi Xk, Yk, Zk và ôxk,ôyk,ôzk là hình chiếu của lực Fk và ỏrk lên các trục của hệ tọa 

độ Đề Các vuông góc. Từ phương trình (5.6) ta có:

ẳ ÔAk = ẳ ĩV ôĩk = ẳ ( x kôxk + Y kôyk + Z kôzk) 
k=l k=l k=l

Vì vậy điểu kiện cân bằng của cơ hệ không tự do dưới dạng tọa độ ĐềCác là :

X ( X kôxk + Yk8ỵ k + Z kSzk ) = 0  (5.7)
k = l

Chú ỷ: Biếu thức (5.7) là phương trình biến phân, nó tương đương với một hệ phương
trình đai số.
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n r

Giả sử cơ hệ có r tọa độ suy rộng đủ. Ta đã biêt:
k=l j=l

Vì các tọa độ suy rộng q, là các tọa độ đủ nèn các biến phân ôt^độc lập với nhau. 

Từ phương trình: |5q I = ta có:
k=i J=1

Q , = 0 : Q : = 0 : . . . ,Q r = 0 (5-8)
Biểu thức (5.8) là điều kiện càn bầiiii cùa cơ hệ chịu liên kết giữ, dừng, hình học, lý 

tưởng dưới dạns tọa độ suy rộns.

Ví dụ 1: Thanh trọne lượng ọ đặt trẽn 2 con lãn đồng chất trọng lượng p. Tìm lực F 
tác duns dọc theo thanh đê thanh và các con lãn đứng yên trên mặt phẳng nghiêng góc a  
so với mật phắne ngang. Bo qua sự trượt siữa thanh và con lăn cũng như giữa con lăn và 
mặt phán2 nshiènq. Bò qua ma sát lãn (.hình 5.7).

c) D ạng tọa độ suy rộng

F

Bài giùi:

Xét Cơ hè gồm thanh và 2 con lăn. Nếu bo qua ma sát lăn thì cơ hệ chịu liên kết lý 
tươnơ. Hệ có mòt bậc tự do. chon toa đỏ suy rông đủ q = s. Các lực hoạt động tác dụng 

lẽn hệ sòm trong lượng ọ ,  trong lươnc p và lực F .

Cho hệ di chuyến khá dĩ: thanh dịch chuyên lèn trên một đoạn ôs. Vì tâm vận tốc tức 
thời cua 2 con lăn ớ các đicm tiếp xúc giữa con lãn và mặt nghiêng nên: V = 2VC suy ra:

2ỎSC = ỏs (a)

Theo nguyên lý di chuyến kha CỈ7. điều kiên càn băng của cơ hệ là:

Z ỏ A k = F ò s-Q s in aô s-2 P .s in ccô sc = 0  (b)

Thay ía) vào (h) ta được: (F -  Q sin u -  p. s i n  ơ )ôs = 0 

Theo-(5.8): ọ  = F - (Q + P)sin u  = 0

Suy ra: F = cọ + P) sina



Ví dụ 2: Cho hộ dầm chịu lực như 
hình vẽ (5.8). Tìm phản lực ở gối c  và 
mômen tại ngàm A. Bỏ qua trọng lượng 
của các thanh.

Bùi giỏi:

• Để tính được phản lực ở c, ta tháo 
bò gối đỡ c ,  thay thế nó bằng phản lực 

liên kết Rc . Ta được hệ có một bậc tự

do với một tọa độ suy rộng đủ q = (p là 
sóc lập giữa BC và phương ngang. Các 
lực hoạt động tác dụng lên hệ gồm

P, Q. Rc
Cho hệ một di chuyển khả đĩ, trong 

đó BC quay một góc ôcp (xem hình 5.8b).

Ta tính tổng công của các lực hoạt động trên di chuyển khả đĩ đó.

^TôAk = 2aPôq)-4aRc ô(p = ( P - 2 R c )2aô(p

Theo (5.8) điều kiện cân bằng của cơ hệ là:

Qọ = ( P - 2Rc )2a = 0

Suy ra: Rc = P/2.

• Để tính mômen MA tại ngàm A ta thay liên kết ngàm bằng liên kết khớp cố định và 
ngẫu lực Ma. Cơ hệ có một bậc tự do với hai tọa độ dư (xem hình 5.8c) q, = cp, qi = VỊ/. 

Các lực hoạt động tác dụng lên cơ hệ gồm P, ọ ,  ngẫu MA. Cho hệ di chuyển khả đĩ

trong đó AB quay một góc ôcp, CB quay một góc ÔVỊ/. Tổng công của các lực hoạt động 
trên di chuyển khả đĩ này là (xem hình 5.8c):

^  5Ak = Qaôcp -  M Aô(p + 2PaỗV|/ (a)

Giữa các toa độ dư cp, Vị/ có mối liên hệ:

2aôcp = 4aôvị/ hay ô\j/ = — ôcp

thay vào (a) ta dưưc: = (Qa ~ M A + Pa)ôọ

Theo (5.8) điều kiện cân bằng của cư hệ là:

Q(p = ( Ọ a - M A +aP) = 0

Suy ra: MA = a (Ọ + P)

a) B=□=

ị ' ị ‘ ị 2a
+

2a
1
- +

b)

c)

Hình 5.8



Ví dụ 3: Hai thanh đồng chất OA, AB, có cùng độ o
dài 21 trọng lượng bằng nhau Pị = P2 = p được nối với 
nhau bằng khóp tại A và gắn vào trần bằng khóp ở o .

Tại B tác dụng lực Q nằm ngang. Bỏ qua ma sát ở các

khóp nối. Tìm các góc cp,, lộp giữa OA, AB với 
phương tháng đứng khi hệ củn bằng (hình 5.9).

Bủigiâi: Hinh 5 9

Xét cơ hệ sồm 2 thanh OA. OB. Với sià thiết bỏ qua ma sát hệ chịu liên kết lý tưởng.

Hệ có 2 bậc tự do được xác định bằng 2 tọa độ đủ: q ( = (Pj, q , = (Pi

Các lực hoạt độne tác dụne lên hệ sổm trọns lượng P|, P, của hai thanh và lực Q . 

Lập hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ. Cho hệ 1 di chuyển khả đĩ OA quay góc ỗcp,, AB

quay sóc Theo (5.7) tons còns của các lực hoạt động trên di chuyển khả đĩ là:

ẳ ÔAk = ẳ ( X kỏxv -  v kỏ>k + Z k ô z k ) = Qôxb 4- p,ôy, +P 2Ôy2 
k=l k=l

(a)

trong đó: Xg = 21 sin(Pị + 2/sinO ' ->  ỎXg = 2/[coscp1ô(p1 +cos(p-,5(Pt]

Ỵị =  / COS CP| —> ổ y ,  = —/s i n  cpịổcp,

y-, = 21 cosọ, + /cOS ọ , —> ỏy-, = —/[2 sincpjôcpj + sincp.,ỗ(p.,]

Thav vào (a) ta được:

n

^ Ỏ A k = 2 /Q [c o sọ 1ỗ ọ i — COS (p-iòcp-) J — p/ sin (P|Ô(P| -P / [2 s in c p 1ỗ(p| +sincp0ô(p2]
k=l

= / [ 2 Ọ c o s ( P ị  — 3P sin cpj ] ỏcpj + / [2 Q c o s c p - ,  -  P sìikPt ]ỏ(po

Các hệ số cùa ôcp, và ôcp; trons biêu thức trên chính là lực suy rộng ứng với các tọa độ 
suy ròng ọ , , (p,

Q| = /[2ỌcosỌị -  3Psin cp| ]; Ọ, = /[2Qcos(p-, -  Psincp-, ]

Theo f5-8) điều kiện cân băng của cơ hộ là: ọ ,  = 0, Ọ2 = 0

h a y :  / [ 2 Q c o s < P |  - 3 P c o s ( P ị ]  =  0  — > tg(P|  =

/ [ 2 Ọ c o s ọ 2 - P s i n ( p 2 ] = 0  - >  tg(p2 = —

Chú ý là ta có thổ tính các lực suy rộng Ọ|, Q; theo phương pháp dưới đây:
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Vì các lực hoạt động PpP i là các lực thế còn Q không phải là lực thế.

Nên các lực suy rộng được tính theo công thức

„  ổn * a n  * / V X
Qị — — I-Q,; Q 2 -  — — I-Q, ( )

ƠCPj

trons đó: n - thế năng của cơ hệ:

n = -P,y, -PtỴ-. +const = -P/cosỌị -P(2/cos(pị +/COSỌi) + const (c)

Q *; Q* - lực suy rộng ứng với lực không thế Q được tính từ biểu thức:

ÔAỊq ) = Qỗxb = Q.2/[coscp|0(p! + COS (p2ôcp-> ]

Vậy: Q*=2Q/C0S(P! ; Q*=2Q/cosq>T

Do đó theo (b), (c) ta có:

Qị = - 3 P / s i n c p 1 + 2Ọ /C 0S (P |  = / [ 2 Ọ c o s ( p ,  - S P s i n Ọ ị ]

Qt = -P/ sin cp2 + 2Q/ COS Ọt = / [2Q COS cp2 — p sin cpo ]

Đày chính là kết quả tính theo phương pháp trên.
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Chương VI

NGUYÊN LÝ ĐALÀMBE-LAGRÃNG

6.1. NGUYÊN LÝ

Nguyên lý Đalăinbe-Lasrăns là kết quà cùa sự kết họp nguyên lý ĐalămBe và nguyên 
lý di chuyến khá đĩ.

Xét co hệ n chất điểm chịu liên kết dữ. đừng, lý tưởng. Giả sử hợp các lực hoạt động 

và họp các phán lực liên kết tác đụns lèn chát điểm Mk của hệ là Fk',N k còn F|̂ 1 = -m W k 

là lực quán tính cùa chất điểm đó. Theo nsuyèn lý ĐalămBe:

(Fk,Nk .Fkqt) ~ 0 (k = l,2,...n)

M hệ lực trẽn là hệ lực càn bans nèn theo nguyên lý di chuyển khả đĩ tổng công của 
hệ lực đó trong mọi di chuyến khả đT cúa cơ hệ phải triệt tiêu:

ẳ  F i A  * Ẻ  ^ ỏ ĩ k + ẳ  F k ‘ ỗ r k =  0  
k=l k = l k = l

n

Vì cơ hệ chịu liên kết lý tưcms nén: ^  N kôrk = 0
k = l

ẳ pkỏl + ẳ F ? 8ỉ k = 0  
k = l k = l

Do đó: (6 . 1)

Hệ thức (6.1) biểu thị nguyên 1Ý ĐalămBe-Lagrãng hay còn gọi là phương trình tổng 
quát đòng lưc hoc.

Nguxên /v Đối với cơ hệ chiu liên kết giữ, dừng, lý tưởng, tổng công nguyên tố của 
các lưc h o a t  đóng và các lực quán tính trong moi di chuyên khả dĩ của cơ hệ đều triệt tiêu.

Phương trình tống quát động lưc học còn có thế viết dưới các dạng sau:

ĩ [ ( x k + X Ĩ ’ ) ê x k + ( Y k + Y Ĩ ' ) 5 y k +(zt +zjf )ỏ Z l ]  = 0  (6.2)
k = l 

n
Z[ (x k - m k*k)ỏxk +(Yk - m kỹk)òyk +(zk - m kzk )Szk ] = 0 (6.3)
k = I
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Phương trình tổng quát động lực học (6.1), (6.2), (6.3) là các phương trình biến phân, 
chúns tương đương với một hệ phương trình đại số.

Để giải các bài toán động lực học bằng phương trình tổng quát động lực học ta cần 
xác định sô bậc tự do của cơ hệ. Đặt lực hoạt động và lực quán tính vào các chất điểm 
của CO' hệ, sau đó cho hệ một di chuyển khả đĩ và tính tổng công các lực đó trên di 
chuyển khả dĩ này, cho bằng 0 ta sẽ có được các phương trình để tìm ẩn số của bài toán.

Phươns trình tổng quát động lực học thường được dùng để tìm gia tốc hay điều kiện 
càn bans tương đối của cơ hệ

Ví dụ 1: Máy chuyên vật liệu chuyên 
độns nhờ ngẫu lực có mômen không đổi M 
tác dụne lèn puli B. Xác định gia tốc chuyển 
động cùa băng chuyển. Biết trọng lượng của 
vật A được nàng là p, các puli B ,c có cùng 
trọng lượng Q, bán kính r và được xem là 
các đĩa tròn đồng chất. Băng chuyền hợp với 
phươna nsang một góc a  và trọng lượng của 
nó có thể bỏ qua, ngoài ra không có sự trượt 
giữa A và băns chuyền, cũng như giữa các 
bãns chuyền với các puli. Bỏ qua ma sát ở 
các ổ trục (hình 6 . 1).

Bùi giải

Xét cơ hệ gồm 3 vật A, B, c .  Nếu bỏ qua ma sát thì cơ hộ chịu liên kết lý tưởng. Hệ 
có một bậc tự do. Chọn tọa độ suy rộng đủ cúa cơ hệ là góc quay cp của hai puli.

Các lưc hoạt động tác dụng lên hệ: Các trọng lượng Q của hai puli, trọng lượng p
của vật A và ngẫu M.

Các lưc quán tính tác dung lên hệ là: F^1, ngM^‘ , ngM£!.

Cho hệ di chuyên khả đĩ trong đó hai puli quay một góc ô(p thuận chiều kim đồng hồ, 

khi đó vật A di chuyển lên trên một đoạn ôs = rỗ(p. Theo phương trình tổng quát động
lực hoc:

Mô(p -  p sin aôs -  Mẳ‘5<p -  MjScp -  F* .ôs = 0 (a)

Thay ồs = rỏ(p vào (a) ta được:

( M - p r s i n a - M Ĩ - M ẳ ẵ-rF^)ô(p = 0

Do tính chất tùy ý của ỗcp ta có:

M -  Pr sin a  -  M j  -  M£‘ -  rFjf = 0 (b)



trong đó: M ? = M j  = J ,6 = Jz ^  ^  WA ; FJ' = -  WA
r 2g g

Thay vào (b) ta được: M -  Pr sin a  -  —  WA ----- WA = 0
g 8

M - P r s i n a
Suy ra: WA = — ——----------- g

A (P + Q)r

Vì A nằm yên trên bănq chuyền nên sia tốc của A cũng là gia tốc của băng chuyền.

Ví dụ 2: Thanh đổns chất OA dài /. trons lượng 
p được sắn bằns bản lề vào trục quay tháns đứng 
tại o  (hình 6.2). Quà cầu nhỏ trọns lượng Q được 
gắn vào đầu mút A của thanh. Trục quay đều với 
vận tốc sóc cõ. Bỏ qua ma sát ờ chỏt bàn lể nằm 
nsans o .  Tìm hè thức eiữa vân tóc sóc tõ và sóc 

nghièns <ị> siữa trục quay và thanh OA.

Bùi ìỊÌừi:

Xét cơ hệ sồm thanh OA và quá cáu A. Nếu bò 
qua ma sát thì cơ hệ chịu liên kết K tương. Hệ có 

một bậc tự do, chọn tọa độ suy ròns đu là góc cp.

Các lực hoạt động tác dụnc lẽn hệ 2ồm trong Hình 6.2
lương p cùa thanh và trọng lươne Q của quả cầu. Các lực quán tính của hệ gồm lực quán

tính F^ciia quà cầu, hợp lực R ^cùa  hệ lực quán tính phân bố theo quy luật tam giác

cùa thanh OA (xem hình và ví du 3 chương V). Rqt vuông góc với trục quay và cắt trục

2
quay tai H sao cho OH = —/cosọ  . Vì hê lưc quán tính có hơp lưc nên:

R q , = R  q .  = M W cn  =  - ~ c o 2 s i n a ;

4 4  g 2

F?’ = — WA = — w " = — /or sin <p 
g g g 

Qio hệ mót di chuyển khả dĩ: Thanh OA quay quanh chốt bán lề góc ôcp.

Chon hệ trục tọa độ Oxy như hmh vẽ. TTieo phương trình tổng quát động lực học (6.2) 
tổng cóng cùa các lực hoạt đỏng và các lực quán tính trên di chuyền khá dĩ này là:

pỏyc + ỌỏyA + Rqt .ỖXC1 + F^'ôxA = 0 (a)
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Từ hình vẽ ta có:

yc = — c o s c p -> ô y c = - —sincpỏcp; y A = /cosq) —» ô y A = -/sincpô(p ;

9 2 
x c  =  — / s i n c p  — > ÔX| =  — / c o s ọ . ô í p ;  XA =  / s i n ọ  — >  ÔXA =  / c o s c p ô c p  .

p  pỵ Q /
Thay vào (a) ta đươc: / sin cp(———  Q + —  co2 coscp + —-co2 coscp)ỗ(p = 0.

2 3g g

Do tính chất tuỳ ý của ôcp, từ phương trình trên ta suy ra:

a) sincp = 0=>(p = 0,cp = 7ĩ ứng với vị trí thẳng đứng của OA.

p ^  /co2 ^  A c....................  3(P + 2Q)g
b) -  — - Ọ  + —  cos(p(P + 3Q) = 0;Suy ra: cosq> = ------------------

2 3g 2/(0 (P + 3Ọ)

Với điều kiện: 3(P + 2Q)g < 2/(02(P +3Q) hay (0 >
V 2/(P + 3Q)

Ví dụ 3: Hai đĩa tròn đồng chất A, B có cùng khối lượng m,, bán kính R. A quay
quanh trục cố định nằm ngang. B được cuốn dây và rơi xuống dưới tác dụng của trọng
lực. Dày được cuốn vào vành đĩa A đầu dây buộc vật c  khôi lượng m2. Giả thiết dây 
khòns siãn, ố trục A hoàn toàn trơn. Tìm gia tốc vật c.

Bài giai:

Xét cơ hệ 3 vật A, B, c .

Hệ chịu liên kết lý tưởng, có 2 bậc tự do với 2 tọa
đ ộ  đ ủ :  q  =  X,. q ,  =  x :

Trono đó X, xác định vị trí tâm cúa B, x2 xác định 
vị trí vật c. Các lực hoạt động tác dụng lên hệ gồm 
trong lươns cùa A, B, c , các lực quán tính gồm có

ngM^'. ng.M^'. F^', F<y' . Gia tốc góc của A: ẼA = ^ = - .
R

Vì váv:

A A

Ap dung cóng thức liên hệ vận tốc của vật chuyển động song phảng, ta có:

=  Vp + %SP

Chiếu lén true X, được: VB = -V,,+ VBp
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Do dây không giãn: Vp = v c và VBp = R. CỪB; ta được VB — -Vc + R 0)B

Suy ra: C0B =
VB + Vc

R

Đạo hàm 2 vế biểu thức trên theo t ta được gia tốc góc của B:

VD+Vr  WR + WCYB -r r c  _  " g

B R R

Do đó: MqB' = J„% = ^  SV" ^  m,R ( WB + w c )
R

Cho hệ một di chuyển khả dĩ đặc biệt: ỖXị > 0; ỗx2 = 0 

Áp dụng phương trình tổns quát độne lực học (6- 1) ta có:

p B6x 1 - F S ' ỉ x , - M ẳ , .8<p, = 0

hay:
I £ V

m ,gỗx, -m.WgcSx, - ^ m |R (W B + w c ) ^  = 0
1 K

i m , ( 2 g - 3 W B- W c ) ô x ,= 0

5x
Trong đó ta đã thay góc quay của B quanh tâm vận tốc tức thời P: ô(pB = —

R

Do tính chất tùy ý của Ô}C từ biểu thức trên suy ra:

3Wb + w c = 2g 

Cho hệ di chuyển khả đĩ: =0: ỖXt > 0 theo (6 .1) ta được:

pc,ôx2 - Fcqt.ỗx2 - MqA‘ô(pA - MgôỌg = 0 .

Ồx-Ị
trong đó: Ô(Pa =  Ô(Pb = R

Thay vào trên ta được: mog -  m w c -  — m , w c -  — m ! (WB + w c ) ÔXt = 0 .

Do tính chất tùy ý của ôx2, suy ra biểu thức trong dấu ngoặc phải bằng 0.

m2g -  mTwc - - m , w c -  — m 1(WB + w c ) = 0 .

Từ ( 1) và (2) ta suy ra: w c = ^ m 2 _ m Ị
5m, + 6rriT

(1)

(2)
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6.2. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CHUYỂN đ ộ n g  c ủ a  c ơ  h ệ  k h ô n g  T ự  d o

1. Phưưng trình Lagrãng loại II

Phương trình vi phàn chuyển động của cơ hệ dưới dạng tọa độ suy rộng gọi là phương 
trình Laqrãns loại II. Xét cơ hệ Hỏlònôm có n chất điểm, chịu liên kết giữ, dừng, lý 
tườnc được xác định bới r tọa độ suy rộng đủ q,, q2,... qr. Theo phương trình tổng quát 
độns lực học (6 . 1) ta có:

Ỳ h & ị  + ± F * S ị  = 0 (a)
k=l k = l

Tons còng cùa các lực hoạt động dược biểu diễn qua các tọa độ suy rộng đủ theo 
còns thức (5.4) như sau:

ỲKỖ\  = ọ ,ô q 2 + Ọ 2ôq2 + .....+ Q rôqr = ị ọ jÔqj .
k=l j=l

Trons đó lực suy rộng của các lực hoạt động được tính theo công thức:

Q, = ẳ a
k = l

B ị

Tươn2 tư như vậy tổng còng của các lực quán tính cũng có dạng:

ẳFÍ'8fk=ío?'8qJ- 
k = l j=l

trong đó: là lực suy rộng của các lực quán tính:

Q,| =ỳ , pị>ẼL. (b)
k=l ổqj

Thay vào (a) ta được:

t ( Q J + Q J ')8 q j = 0  (c)
J=l

V. q . q: .... qr là các tọa độ đủ, nên ôqị ,ô q ô q r độc lập tuyến tính với nhau, do 

dó phương trình (c) tương đương với hệ phương trình:

Q j+ Q J 1 = 0  (j = 1.2.r) (d)

Có the SƯ dung trực liếp hệ phương trình trên, đê giải các bài toán độnq lực học cùa
cơ hệ. Nhưng đẽ hệ phương trình có dạng đơn gián, ta hãy biến đổi các lực suy rộng của
lực quán tính qua dong nàng của cơ hệ.
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dV,F ? = - m k W k = - m k ^ .

Vì lực quán tính của chất điểm thứ k có dạng:

lèn thay vào (bl la có: - Q f  = V m ,
k=l

d\  dẦ
d t  ckịị

Vè phái cùa (e) có thè’ biến đổi dưới dạns như sau:

dVk crk d - <?rk - d ổrk
— —-(V, — )-V ,  — (—*-)

d t  c q ! d t  c \ ] j  d t  ổ c ] j

(e)

(f)

Trons đó rk là vécto' bán kính định vị cùa chất điểm thír k, nó là hàm của các tọa độ 

suy rộne q,. q-.. q, và thời si an t. Còn Yk là vận tốc của chất điểm đó:

dq,

K  _ L'Ầ , •+ v ^ q : +....+ 
dt oq , cq 1 ổqr

(h)

ơ  đàv. kv hièu q = — - (j = 1.2....r) là vàn tốc suy ròng ứng với toa đô suy rông q 
J dt

của hệ. Đao hàm (h) theo tọa độ SUN rỏns ta được:

ỠV, CT,
(i)- ±  = - ± -  (J = 1.2....r) 

d ậ } òq,
Mặt khác ta có thể thay đổi thứ tư lấy đao hàm rk theo thời gian t và theo tọa độ suy 

ròns q :

d . õĩi c  dr. . ỡrL. ổVk

dt 0q} c\ịí dt cq} ổqj 

Sừ dung (i) và (k) biếu thức (f) có dang:

(k)

dVk crK d ctl
= — V,

dt ổq dt k cq
-V ,

avk d Ị C>V|2 ì  I avk-
cV), “ dt [ 2  a i " )  2 ckị]

Trons cóng thức (e) dưa khối lươns m là đai lưcrng không đổi vào trong dấu đạo hàm 
và chú V tổng các dạo hàm băng dạo hàm cua tổng ta được:

-Q ?  = 4 : 4 - 1 1 ^clt c q ì 2 Ị di
a r ) a r  

<5qJ

1 ^ ' -)
trong đó: T = — ̂ m kVk'  là dóng năng cùa cơ hệ.
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Thay giá trị Q^‘ bên trên vào (d) ta được:

dt
dT^l dT _ 
ổ q j  a q j -  j

(j = 1,2 ,..,r) (6.4)

Các phương trình (6.4) là hệ phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ dưới dạng 
tọa độ suy rộng còn gọi là phương trình Lagrăng loại II. Số lượng các phương trình 
không phụ thuộc vào số chất điểm của cơ hộ và đúng bằng số bậc tự do của cơ hệ.

Vì động năng của cơ hệ là hàm của vận tốc suy rộng nên hệ phương trình (6.4) là hệ 
phưong trình vi phân cấp 2 đối với các tọa độ suy rộng q,, q2 qr.

ỡ n
Nếu các lực hoạt động là các lực có thế theo (5.5) lực suy rộng Qj = — — — trong đó

n  = n  (q,, q: qr) là thế năng của hệ thì phương trình (6.4) có dạng:

(j = 1,2 ,...,r)
d í 57 ì ffĩ _ dn
dt õà 

K MJ ỡqj
(6.5)

Đặt L = T - n gọi là hàm Lagrăng và chú ý là thế năng của hệ không phụ thuộc vào
vận tốc suy rộng ta có:

oT _ ÕY ÕU _  ÕL 

Õq} ~ ổqj -  ÕqỊ

Khi đó hệ phương trình (6.4) được viết lại là

d (  ỠL ì  ỠL
dt

(j = 1,2,
d q j  aqj

Nếu các lực hoạt động vừa là lực có thế và không thế thì (6.4) có dạng:

+ Q-; (j = 1,2,..,!•)•

(6.6)

d
í

dT a n
dt ỡq j

V / ổqj ổqj
(6.7)

trong đó: Q* là lực suy rộng ứng với các lực không thế.

2. Các tích phân đầu của chuyên động

Việc giải phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ tìm quy luật chuyển động của 
cơ hệ là rất khó khăn. Tuy nhiên nếu cơ hệ có tính chất đặc biệt ta không cần giải các 
phương trình vi phân mà vẫn tìm được các tích phân đầu của chúng. Sau đây ta xét hai 
trường hơp đặc biệt:

a) Tính phán năng lượng

Xét cơ hệ Hỏlỏnòm chịu liên kết giữ, dừng, lý tưởng, các lực hoạt động là các lực có 
thế, khi đó cơ năng cùa hệ được báo toàn:
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E = T + n  = const (6 -8)

Hệ thức (6 .8) chỉ chứa các tọa độ suy rộng và đạo hàm bậc nhất của nó theo thời 
gian q ị, đó chính là tích phủn đầu của chuyến động, gọi là tích phân năng lượng.

b) Tích phàn Xycoĩíc

Tọa độ suy rộn** q của hệ được sọi là tọa độ Xycơlíc nếu nó thoá mãn các điều kiện
sau:

—  = ơ. —  = 0 ; Q, = 0 .

Nếu q là tọa độ Xycơlíc thì phương trình Lagrăng loại II (6.4) có dạng:

dt
cT  ̂ 0 ỔT
—  = 0 Suy ra: —  = const
^q, ' ỡqj

(6.9)

Hệ thức trẽn là một tích phàn đáu cua chuyển độns, gọi là tích phân Xycơlíc.

Cơ hệ có bao nhiêu tọa độ Xycơlíc thì có bày nhiêu tích phân dạng (6.9).

Ví dụ 1: Tám AB có khối lượnc m chịu tác dụng của lực F theo phương ngang chuyên 
độna tịnh tiến khòng ma sát dọc theo sàn ngang. Một con lăn có khối tâm c  bán kính R, 

khối lươn2 m0. mỏmen quán tính J. đối với trục đi qua c  và vuông góc với mặt phẳng 
hình vẽ. Tim chuyến động của tám khi con lãn lãn không trượt trên tấm. Bỏ qua ngẫu lực 
ma sát lăn giữa con lãn và tấm.

Bài gicii

Xét cơ hệ gổm tấm và con lăn. cơ hệ chịu 
liên kết lý tường và có hai bậc tư do. Chon hai 
tọa đó suy rộng đú là:

q  =  X - t o a  đ ộ  k h ô i  t â m  c ủ a  t ấ m :

q - =  X- - t o a  đ ỏ  k h ố i  t â m  c ủ a  c o n  l ã n .

' 1 : Động năng c u a  tấm: T = —m.xT Hình 6.4

Theo đ ị n h  lý hợp vận tốc, vận tốc tuyệt đối cùa c  là: Va = Ve + Vr . 

Chiếu h ệ  thức này lén trục X ta đươc: x2 = X| + V 

Suy ra: V = x - , -x .

Do đ ó  vận tốc góc của con lăn:
R

x 2 - X ,  

R
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Động năng của con lăn chuyển động song phẳng:

m 1 ? 1 9 1 0 \
T2 = 2 m oVc + 2 Jc 0) = 2 m°*2 + 2 Jc

1 1 .2 1 J C • 2 Jp .
2 0 2 2 R 2 2 2 R 2 1 R 2 1 -

Động năng của hệ:

Phương trình Lagrăng loại II đối với cơ hệ có dạng:

L . I c l • 2  1 Y  -I____
( J  A  

m  1 c1
r

l

r A 1 r 

1 2 , °  R  y

• 2 Jc •_ • 
*2 - 3 * 2 * 1

K

dt
ỔT^I ỠT
ỠXj J ỔXj = Q ' ; *

ỔT ì ỔT
v ỡx2 ỠX-

( a )

(b )

Theo (a):
Ổ T _

r m , Jc ì
. d ị  ỔT ^

=
(  J A 

m 1 c Jc .... ỔT
ỔXj l R2J R dt [a*,J

11 ỉ 1 _
l  R ) x ' R 2 X2; ỡx,

= 0

ÕT
ỠXt m»+^

... Jc ,  d
*2 1 — R dt

õT
yÕX2 y

2 c Nm0 + ^
.. Jc .. ÕT „  
x2 -r— = 0 ;

R ỡx,

Các lực hoạt động tác dụng lên cơ hệ gồm trọng lượng của tấm, trọng lượng con lăn 

và lực F . Cho hệ một di chuyên khả đĩ ÔX| > 0 , 0 X t = 0 ,.  Tổng công của các lực hoạt

động trên di chuyển khả đĩ này là: S ô A k = FôXj . Suy ra lực suy rộng Qị = F .

Cho h ệ  m ộ t  d i  c h u y ê n  k h ả  dT0 Xj  = 0 , ô Xt > 0 .  Tổng c ô n g  c ủ a  c á c  l ự c  hoạt đ ộ n g  t r ê n  d i

chuyển khà đĩ này là: S ô A k = 0 => Q-, = 0.

Thay các giá trị đã tính được vào hai phương trình (b) ta có hệ phương trình vi phân 
chuyển động của cơ hệ:

m  + J c N
R - /

J  T cc -  r?
X,  ~ ^ x 2 = F ;  ~ ^ - x , +

R R
m 0 + - x2 = 0

Bằng phương pháp thế ta tìm được gia tốc của tấm:

X, =•
Jc + m ()R-

Jc (m + m0) + m 0mR 

Nếu F = const thì chuyển động của tấm là nhanh dần đểu.

Ví dụ 2: Hai vật nặng A,B có khối lượng lần lượt là m và 2m nối với nhau bằng lò xo 
có độ cứng c và năm trên mặt ngang nhẩn, thời điểm đầu người ta kéo hai vật vể hai phía 
sao cho lò xo giãn ra một đoạn là ô rồi thả các vật ra không có vận tốc đầu. Hãy tìm vận 
tốc của vật A ờ thời điếm khi độ biến dạng của lò xo bằng 0.
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0

A

♦1
^ A A A A A A A / ^ t

ị X

■ x \ \ \ \ \ \ \ v

s

Hình 6.5

Bủi giải:

Xét cơ hệ sồm hai vật A,B, cơ hệ chịu liên kết lý tưởng có hai bậc tự do. Chọn hai tọa 
độ suy rộng đủ là: q, = XA thông số xác định vị trí của A, q2 = s thông sô' xác định vị trí 
của B đối với A.

Các lực hoạt động tác dụng lẽn hệ eồm trọns lưọng của hai vật A,B lực đàn hồi tuyến 
tính của lò xo, đó là các lực có thê, nên cơ hệ là hệ bảo toàn.

Đòns nine của vât A: TA = — m x:.c  c  A  ^  A

Động nàng của vật B: Tg = - m B.\g = - 2 m ( x A + s )2 = m xẲ + 2 m x As + ms2

*>
Động năng cùa hệ : T = TA + Tg = - m x 2A + 2m xAs + ms2

Vì cơ hệ chuyển động trong mật phẳna ngang nên thế năng của trọng lực bằng 0.

Còn thế năng cùa lực đàn hồi tuyến tính của lò xo là: n  = — cA2 = —c(s- L ) 2
2 2 0

với l0 là độ dài tự nhiên của lò xo.

Vi toa đò suy rộng XA không có mặt trong biểu thức động năng và thế năng của hệ
nên XA là toa độ Xycơlíc.

ỔT
Tích phàn Xycơlíc: — — = 3mx A + 2ms = c ,  (a)

Õ \A

Thay điêu kiện ban đầu XA(0) = 0,s(0j = 0 vào (a) ta được c ,  = 0.

3
Vậy: 3mxA +2m s = 0=> s = - —XA (b)

V] cơ hệ bảo toàn nên có tích phán nãng lượng: T + n  = C t 

Thay giá trị của T và n  bén trén vào biểu thức này ta được:

3 ,  1- m x A +ms + 2mxAs + — c(s-/0) = C t 
 ̂ 2
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Từ điều kiện ban đầu: XA(0) = 0,s(0) = 0;s(0) = ô + /0 . Suy ra: Cị = —cô2

Vậy: (c)

thay giá trị S từ (b) vào (c) ta được:

(d)

Do đó vân tốc của A khi lò xo hết biến dang là: VA = XA = ô. —— .
V 3mI

Ví dụ 3: Thành lập phương trình vi phân chuyển động của một con lắc có khối lượng 
m2 và chiều dài /, điếm treo của nó nằm tại tâm của đĩa có bán kính r và khối lượng m, 
đĩa có thè lăn không trượt dọc trục nằm ngang tâm của đĩa nối với điểm cố định nhờ một
lò xo có độ cứng c.

Xét cơ hệ gồm đĩa và con lấc. Đó là hệ bảo toàn chịu tác dụng của các lực P|,F,Pi 

chịu liên kết lý tướng, dừng, Hôlônôm. Chọn hai tọa độ suy rộng đủ là:

q, = X - Thông sô xác định vị trí tâm o  của đĩa từ vị trí không biến dạng của lò xo. 

q ,=  cp - Thòng số xác định vị trí của con lắc.

Đòng năng của hệ:

Bài giời:

r r l
Chon h ệ  trục tọa độ 0 ,xy  như hình vẽ.

Trong đ ó  o,  tương ứng với vị trí tâm o  khi lò 
xo không biến dạng.

A I 1 F

I

i X|

l y

Hình 6.6

Toa đ ó  c u a  con l ắ c :  X-, = X +  / s i n c p  —> X t  =  X +  / ộ c o s ( p

y 2 = / c o s ( p  —> ý-, = - / ( j ) s i n c p

V22 =  x ị  +  ỷ o  =  X2 +  2/xộcos(p +  /2(()2 c o s 2 cp +  / 2ộ 2 s i n 2 cp 

Vt = X2 + 2/xộcos(p + /2cị)2
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T = —m ,x2 + - m , x : + - m , ( / 2f  +2/x<pcos(p + x2)
2 4 2

T = - m . x 2 + —m-,(/2cp: + 2/xộcos(p + X2 ) (b)
4 2

Thê nãns cùa hệ:

n  = - m - ,g l COS <p +  — x 2 +  c o n s t  (c )

Phươns trình Lagrãng loại II cùa hệ có dạng:

Thay vào (a) ta được:

A  c T )
dt â \  dx âx 

d_ cT^ cT _ cU 
dt cVp cty ckp

(d)

Theo (b) ta có:

ỔT 3 _ .3 . .
-—  =  — n i j X  + rruapcosip + nfiTX =  ( — m J + m - , ) x  + m 0/cj)cos(p 
õx 2 '  - 7

d  3 „  „  w  „  .. .  . 1*2 . .— (-— ) = (— m ị ■+■ m-, )x + m-,/9 cos<p-m.,/(ịr sin ọ;
dt ỡx 2

a n  cT „ cT , , ,  . ổ n
-—  = cx; -— = ữ, —  = -rrMX(psin(p; —  = m-,g/sincp
õ x  c x c k ọ  ổcp

Ẽ L -  /■—  = m o * m , / x  COS ọ; 
ổ(ị>

d |2" „—  ( — ) =  m -,/'(p  +  m - , / x c o s ( p - m 2/x (p s in (p
dt ỡộ

Thav vào (d) ta được phương trình vi phân chuyến động của hệ:

3 2
(— m , + HI, )x + m-,/(f>cos(p-m2/(p sincp + cx = 0

m 2/: cp + m,/x COS (p -  rrii/xộsin ọ  + m^/xộsin (p + rrbg/ sin ọ  = 0 

Sau khi rút gọn ta được:

( 3rri| + 2m-, JX + 2m-,/(pcos(p- 2m-,/(p2 sin(p + 2cx = 0 

/(p +  X C O S Ọ  +  g s i n  cp =  0
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Chương VII 

VA CHẠM

Trong chương III ta đã nghiên cứu các định lý tổng quát động lực học. Chương này ta 
sẽ áp dụnq các định lý đó, để nghiên cứu những quá trình chuyển động cơ học, trong đó 
xảy ra va đập giữa các vật thể. Tuy nhiên để đạt được kết quả, khi nghiên cứu ta cần đưa 
ra các giả thiết đơn giản hóa.

7.1. VA CHẠM VÀ NHỮNG ĐẶC ĐIEM c ủ a  n ó

1. Định nghĩa

Va chạm là quá trình động lực đặc biệt, trong đó vận tốc chuyển động của các vật 
biến đổi đột ngột trong khoảng thời gian vô cùng bé.

Va chạm gặp nhiều trong thực tế, ví dụ búa đóng vào cọc, các xe húc vào nhau, vật 
liệu rơi vào phễu v.v...

2. Đặc điểm của hiện tượng va chạm, các giả thiết đơn giản hoá.

a) Thời gian va chạm

Quan sát hiện tượng va chạm người ta nhận thấy thời gian va chạm (từ lúc 2 vật chạm 
nhau đến khi 2 vật rời nhau) là rất ngắn, khoảng chừng 10 2, 10 3 giây. Khi nghiên cứu 
hiện tươns va chạm ta giả thiết thời gian này là vô cùng bé.

b) VỊ trí của vật lúc va chạm

Vì thời gian va chạm của 2 vật là vô cùng bé, nên ta có thê giả thiết là trong thời gian 
va cham vị trí của vật không thay đổi. Thật vậy gọi s là quãng đường đi được của vật

X
trong thời gian va chạm, X là thời gian va chạm ta có : s  = Ịv d t  = V*T = 0

o

C) Lưc va cham và xung  lượng va chạm

Khi hai vật va chạm vào nhau chúng tác dụng lên nhau những lực rất lớn trong
khoảng thời gian rất ngắn. Những lực đó được gọi là lực va chạm. Để đánh giá tác dụng

X
cùa lực va chạm người ta thường dùng xung lượng của nó s =  j*Ndt = N X trong đó N

o

là lực va chạm, I là thời gian va chạm. Khi 2 vật va chạm vào nhau ngoài lực va chạm
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còn có các lưc khác tác dụng lên vật, chẳng hạn trọng lực, lực cản... những lực này gọi 
là lực thường để phân biệt vơi lực va chạm. Vì các lực này thường nhỏ hơn nhiều so với 
lực va chạm, nên xung lượng của chúng trong khoảng thời gian va chạm vô cùng bé là 
rất nhỏ.

Khi nghiên cứu va chạm, xung lượng của các lực này có thể bỏ qua được.

Trong đó s  là xung lưọnc va chạm. Hệ thức (7.1) gọi là phương trình cơ bản của hiện 
tượng va chạm.

d) Biên dạng và hệ sô khôi phục

Quan sát hiện tượng va chạm ta thày có hai giai đoạn:

- Giai đoạn biến dạng kéo dài T, eiày kể từ lúc 2 vật tiếp xúc nhau cho tới lúc chúng 
hết biến dans.

- Giai đoạn khôi phục kéo dài X, eiàv kè từ lúc kết thúc giai đoạn biến dạng đến lúc 
kết thúc va chạm.Trong giai đoạn nà\ các vật va vào nhau dần dần lấy lại hình dáng cũ 
đến một mức độ nhất định.

Căn cứ vào mức độ khôi phuc hình dáng cũ của các vật va nhau người ta phân các 
loại va chạm như sau:

- Vu chạm mềm: Không có giai đoạn khòi phục. Đặc điểm căn bản của loại va chạm 
này là khi kết thúc quá trình va chạm những phần từ của 2 vật va chạm có cùng vận tốc 
pháp tuyến ờ vùng tiếp xúc.

- Va chụm đàn h ồ i: Có giai đoan khói phục. Nếu hình dáng cũ của vật được khôi 
phục hoàn toàn thì va chạm đươc gọi là va chạm hoàn toàn đàn hồi. Đặc điểm của va 
chạm đàn hói là khi kết thúc va chạm vận tốc pháp tuyến của những phần tử ở lân cận 
vùng tiếp xúc giữa 2 vật khác nhau.

Để phản ánh đặc điểm khói phuc. người ta đưa ra hệ số khôi phục:

Thật vậy nếu gọi F là lực thường ta có:

Khi đó định lý động lượng viết cho vật lúc va chạm: mAV = s (7.1)

(7.2)

o

t 2

S2 = JNdt là xung lương va chạm trong giai đoạn khôi phục. 
T1
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Như vậy theo định nghĩa trên ta có:

-V a  chạm mềm: 

-V a  chạm đàn hổi: 0 < k < 1
k = 0

- Va chạm hoàn toàn đàn hồi: k = 1.

Hệ số k phụ thuộc vào bản chất đàn hổi của 2 mặt va nhau được xác định bằng 
thực nghiệm.

7.2. CÁC ĐỊNH LÝ TổNG QUÁT CỦA ĐỘNG Lực HỌC ÁP DỤNG VÀO VA CHẠM

Khi áp dụng các định lý tổng quát động lực học vào va chạm ta cần lưu ý đến các giả 
thiết đon giản hoá đã đưa ra trong phần trên.

1. Định lý động lượng

Theo (3.11) biểu thức của định lý động lượng có dạng:

Trong trường hợp va chạm ta giả thiết bỏ qua các lực thường nên ở đây là tổng 

xung lượng cùa các ngoại lực va chạm tác dụng lên hệ và động lượng của hệ được tính 

theo còng thức quen biết Q = MVC. Công thức (7.3) thường được dùng để tính vận tốc

của vật sau va chạm.

Ví dụ: Hai toa xe có khối lượng m, và m, chạy trên một đường ray thẳng với vận 
tốc v , , v ,  va vào nhau. Giả thiết va chạm là mềm. Tim vận tốc chung V của 2 toa xe 

sau va chạm.

Ọ| Qo - (7.3)

x x r

Hình 7.1

But giải:

Xét hệ sóm 2 toa xe. Nếu bỏ qua các ngoại lực thường tác dụng lên hệ thì:

Suy ra: _ in,V, -m 2V2 

in I + m 2

Nếu m V, > m2V2 thì V > 0 hai xe chuyên động sang phải sau va chạm.
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2. Định lý biến thièn mômen động lượng

Theo (3.25) định lý mômen độns lượng có dạng:

dL0 _  V  -  
7L = Z . iĩ1o(F0  
lt k=ldt

(a)

trong đó: L0 = ]T m 0 (m k Vk ) là mômen động lượng của hệ đối với điểm o .
k=l

n

Còn ^  rn0(F£) là tổng mômen cùa các ngoại lực tác dụng lên hệ đối với điểm o .
k=t

n
Từ (a) suy ra: đL0 = ^ n i ư(F ’̂) d t . Làv tích phân 2 vế với các cận tương ứng ta được: 

k=l
*2 II

L0 ( 2 ) - L 0 ( l ) =  j 2 > „ ( F : ) d t  
t, k=l

trong đó: ĩ  Ỳ m 0 ( * ? ) dt = }ẳ K  '  ì dt = ẳ ?k x J i ? dt =ẳ ?k x = ẳ  * 0  ( s ek)
tị k = l ,, k = l k=l t| k=l k=l

Trên đày khi đưa rk ra ngoài dâu tích phàn ta đã sử dụng giả thiết trong thời gian va 

chạm vị trí cùa vật không thay đổi: rk = const như vậy định lý mômen động lượng trong 

va chạm có dạng:

L o ( : | - L o ( 0  = X m o ( s ‘k ) (7.4)
k=l

Trons đó với giả thiết bò qua các lực thường, là xung lượng của ngoại lực va
c h ạ m .  C h i ế u  ( 7 . 4 )  l ẽ n  t r ụ c  X t a  đ ư ơ c  đ ị n h  l ý  m ô m e n  đ ộ n g  l ư ợ n g  đ ố i  v ớ i  t r ụ c  X.

L >( 2 ) - L l (l) = ẳ f f i , ( s ' k ) (7.5)
k = l

Ví du: Hai vật rắn quay đóc láp với nhau quanh cùng một ổ trục cố định. Mômen
quán tính cùa chúng đối với true quay là J,, J2 vận tốc góc đại số đối với trục z là cõ|,(õi
Hai vật đươc ghép với nhau và cùns quay như một vật rắn với vận tốc góc 0). Tìm 05.

Bai giải:

Xét cơ hệ gôm 2 vật rán. Nếu bo qua các |\\\\\\\\\\\\\\\VI 
lưc thường thì mỏmen cùa xung lương va I . I

. . , .. . (77 77 7777777777773
c h a m  n g o à i  d o i  VỚI t r ụ c  z  b ă n g  0 .  D o  đ ó  

mómen dóng lượng của hệ đối với trục z
đươc bào toàn: Hình 7.2

J] coI + Jị 0)t = (J| + J->)tĩ7

J: co2 
1 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ 1

(777777777777777Z 1

Suy ra: TU =
J,0),

J| + J t

137



7.3. VA CHẠM THANG v à  x u y ê n  t â m  c ủ a  h a i  v ậ t  c h u y ể n  đ ộ n g  

TỊNH TIẾN

1. Đật ván đề

Cho hai vật rắn M, và M2 chuyển động tịnh tiến va vào nhau. Nếu đường pháp tuyến 
của hai mặt tại điểm tiếp xúc trùng với đường nối hai khối tâm và mang cả hai véctơ vận 

tốc Vị và Vt của hai vật khi bắt đầu va chạm thì va chạm được gọi là thẳng và xuyên

tâm. Đặc điểm của va chạm này là sau khi va chạm hai vật Mị và M 2 vẫn chuyển động 
tịnh tiến theo phương cũ.

Để giải bài toán va chạm thẳng xuyên tâm của hai vật chuyên động tịnh tiến ta dùng 
mò hình sau (hình 7.3).

Hai quà cầu đổng chất khối lượng M|,M 2 chuyển động tịnh tiến theo đường nối tâm 
Cị, C; với các vận tốc V,,V2 đến va chạm nhau. Biết hệ số khôi phục là k. Tìm vận tốc 
Uj,LU cùa 2 quả cầu sau va chạm, xung lượng va chạm và lượng mất động năng AT qua 
va chạm.

2. Giải

Gọi h ì n h  chiếu vận tốc của 2 quả cầu ngay trước khi va chạm lên hệ trục X là V,,V2 
khi kêt thúc giai đoạn biến dạng là u  và sau khi kết thúc giai đoạn khôi phục là U|,U2. 
Theo định lý động lượng ta có:

Giai đoạn biến dạng:
m

m

, ( u - v 1) = s 2,= - s  

2( u - v 2) = s ,,= s

Giai đoạn khôi phục:
m, (u,  - U )  = S2! = -S 

m 2 (U 2 - U )  = Si2 =s'

Theo định nghĩa hộ số khôi phục ta có:

S’ =kS

Hình 7.3

Từ 5 phương trình (a), (b), (c), (d), (e) tìm được:

(e)
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rriịVị+m^V, itIịU ị + m 2U 2
ni|+niT niị+nio

(7.4)

(7.5)
s v,-v;| vr

trong đó: U r = |ư - , - U | | ;  Vr = |V , là vận tốc tương đối của 2 vật va chạm thẳng và 

xuyên tàm ngay sau va chạm và ncav trước va chạm.

u
Dưa vào còng thức k = —Lcó thè xác định hệ sô khôi phục k bang thực nghiệm.

Ví dụ: Thả một viên bi khóne vận tốc đầu từ độ cao hị xuống mặt phẳng nằm ngang 
cố định. Ngay trước va chạm vãn tóc của viên bi là:

Sau khi va chạm viên bi nảy lên đó cao h, do đó vận tốc của nó ngay sau va chạm là:

4. Lương mát động năng trong va cham thắng xuyên tám của hai vật chuyển 
đòng tinh tiến

Nói chung trong va chạm bao giờ cũng có mòt lương động năng của cơ hệ hoá thành 
nhiét năng, Lương mất động năng này gây ra biên dạng dư.

Ta hãy tính lượng mất động nãng trong va cham thắng xuyên tâm của hai vật chuyển 

đóng tịnh tiến. AT = T, - T ,  trong đó T], T, là động năng của hệ ngay trước và ngay sau

khi va cham:

V, = x/2gh vì V, = 0 nên Vr = yỊlgh,

U, = yj2gh. vì u ,  = 0 nên Ur = yj2gh~,

Do đó:
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r r _ m 1V,2 m 2V,2 T _ m ,u f  m,Uo
1| — _ I — \ 1-5 — —-------- 1— —

2 2 2 2 2

trongđó: AT = — (Vị2 -  u f  ) + ^ - ( V 22 -UỔ)

Thay giá trị U|, U2 tir (7.4) vào biểu thức trên ta được:

AT = / m' -  —-( l-k 2)(V, -  v2)2 (7.6)
2( m |+ m . , )

Áp dụng công thức này vào trường hợp va đập của búa lên vật đang đứng yên ta có: 

Vận tốc của búa ngay trước va đập là V h của vật chịu đập là: V-, = 0.

Do đó: T =  m|ĨT>2— (1 - k 2)V,2
2(m! + m 9)

m V2
Gọi T, là động năng cùa hệ ngay trước va đập: Tj = —!—!-

AT m , /. . 1 - k 2
và ---- --  —  —

Tị m , + m 2v ’ J m Ị
m ,

Khi dùng búa rèn kim loại lượng mất động năng AT làm biến dạng vật rèn là hữu ích

: _ A T _  ! - k2 . .A r u.,người ta gọi: n = —— = ---------  là hiệu suất cua búa rèn.
T, 1 + m,

m 2

Để tăng hiệu suất của búa rèn, phải giảm tỉ số rriị/mi nghĩa là khối lượng của búa rèn 
phải nho thua khối lượng tổng cộng của đe và vật rèn nhiều lần.

1
Ví du: nếu — ■-= —— và k = 0 thì ri = 90%. 

rn-, 10

Khi dùng búa để đóng cọc hay đóng đinh, lượng AT là vô ích ta định nghĩa hiệu suất
của búa đóng là:

T , - A T  . AT . 1 - k 2
Tl =

T 1 T1 ỉ + B l
ITIt

Muốn tăng hiệu suất của búa phải tăng tỉ sô — - nghĩa là khối lượng của búa đóng
ITIt

phải lớn hơn khối lượng của đinh hay cọc nhiều lần.

Vi dụ: Nếu ^  = 10 và k = 0,2 thì n = 90% .
m-,
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7.4. TÂM VA CHẠM CỦA VẬT RẮN QUAY QUANH MỘT TRỤC c ố  ĐỊNH

1. Đạt vấn đề

Cho vạt rắn quay quanh một trục cố định z. Nếu tác dụng lên vật xung lượng S , ở gối 
đỡ sẽ xuất hiện các phản lực động lực va chạm do 2 ổ trục tác dụng vào vật, tức là xuất

hiện xun5 lượng va đâp Sị,S-> ờ hai gối đỡ trục ấy. Va đập phát sinh ở các gối đỡ làm

tiêu hao nănq lượng vò ích và làm hư hại còi đỡ và trục quay. Vì vậy một bài toán được

đặt ra là tìm điều kiện để khi tác dụng xung lực va đập s lên vật quay, sẽ không làm

xuất hiện các xuns lực va đập Sị và s ,  tại các ổ đỡ. Dưới đày để đơn giản ta sẽ giải bài

toán trons mò hình phắng và phát biếu kèt quà đòi với mô hình không gian.

2. Giãi bài toán pháng

Già sử vàt đang quay với vàn tốc cóc õ ị . Tác dung lên

trong đó: Q, = MV£1); Q , =M ỸC; ’ (b)

Chon trục Oy đi qua khối tàm c  cùa vật gọi a  là góc lập 

bời xun2 lưc s và trục y. Chiếu (a) lẽn 2 trục X ,  y ta có:

M v ị2' -  MVC'1 = Ssina + SQx

vột xung lượng s . Ô trục sẽ xuất hiện xung lire va cham s„w c* • o

và vận tốc sóc của vật nsay sau va chạm là cõi. Áp dụng 

định lý động lươnơ cho vật ta có:

(a)

o

a

y

Hình 7.4

hay Md(co-> -  C 0 j ) = Ssina + SQx (c)

0 = -S c o s a  + Sqn (d)

Muốn cho S0 = 0 thì Sox = S0> = 0.

Từ (d) ta thấy dể Soy = 0 thì cosa = 0 suy ra a  = 90°.

Theo định lý mỏmen động lương: L->/ -  L |Z = rrựS )

Vì:
o

Nên phương trình trên có dạng: Jz (õ)t - õ ) j ) = s.a . Suy ra Õ52 — Õ3ị = —

Thay giá trị co2 -  Ct)| vào (c) khi cho Sox = 0 và sin a  = sin 90° = 1.
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Ta được:
. s.a J
Md —  = s suy ra a = —— 

J, Md
(7.7)

Kết luận: Vậy để cho xung lượng va đập S0Ở ổ trục triệt tiêu ta phải tác dụng s

vuông sóc với đường thẳng o c  tại điểm K cách trục quay một đoạn a =
J,

Md

Điểm K đó được gọi là tâm va chạm của vật quay đối với trục quay.

Ví dụ: Tìm tâm va chạm của thanh đồng chất chiều dài 1 với trục quay qua đầu thanh 
vuông sóc với thanh đó.

Bài viàio

Vì thanh đồng chất nên khối tâm c  nằm giữa thanh, do đó 

d = — và mômen quán tính của thanh đối với trục z là:
3 1

Jz =
M /— . Vì vậy a = —— = 

3 Md
M r  Ml _  2 / 

3 : 2 ”  3
Hình 7.5

3. Kết quả cùa bài toán không gian

Đế cho không xuất hiện xung lượng va đập ớ các ổ trục quay phải thoả mãn các điều 
kiện sau đâv:

- Trục quay phải là trục quán tính chính tại một điểm o
bất kỳ của nó.

- Xung lực va đập s phải tác dụng vuông góc với mặt 
phảng 71 qua trục quay và khối tâm c  của vật.

- Goi K là giao điểm của s và mặt phẳng 71, HK = a là 
khoảng cách từ K đến trục quay. CN = d là khoảng cách từ

khối tám c  đến trục quay thì a phải thoả mãn: a = h _
Md
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BÀI TẬP ĐỘNG HỌC■ ■ ■

I. ĐỘNG HỌC ĐIỂM

1. Một điểm chuyển độns theo phirơns trình:

X = 10cos27T —; y  =  10sin27i- (X. y  tính bằnc cm, t tính b ằ n g  g i â y ) .

Tim quỸ đạo cùa điểm, trị sỏ và hướne \-ận tốc, cũng như trị số và hướng gia tốc của điểm.

Đáp sò: Quỹ đạo v ò n s  t r ò n  b á n  k í n h  lOcm, v ậ n  t ố c  V = 47 i c m / s  hướng t i ế p  t u y ế n  

quỹ đạo theo chiều nsược chiều kim đồns hồ quanh o .  Gia tốc w  = l,67t 2cm/s2 và 
hướns v à o  t à m  o .

2. Cho phươns trình chuyển đôns của chất điểm, xác định phương trình quỹ đạo và 
luật chuvển đòng theo quỹ đạo° Biẽt rằns sốc tọa độ là vị trí ban đầu của chất điểm.

Đáp sô: QuỸ đao 4 \  -  3y = 0. Luật chuyển động: s = 5t2

b) Đáp số'. QuỸ đao \ : + y: = 25. Luât chuyển đông: s = 25t2
V = 5sin5t2

3. \ 'iết phương trình chuyển đòng cua pit 
tòng lệch tàm trong cơ cấu thanh truyền tay 
quav (hình vẽ). Khoảng cách từ true quay cùa 
tay quav tới đường dẫn hướng cua pit tòng là 
h. chiều dài cùa tay quay OA = r. Chiều dài 
cua thanh truyền AB = /. True X có phương
theo hướns chuyển đông của pit tóng, gốc toa 
đỏ lấv ơ vị trí xa nhất của pit tống về phía bẽn phải.

Hình bài 3

Cho biết: -  = X ; — =  k  ; (p = 0ỉ0t .
r r
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4. Tim quy luật chuyến động của thanh AB, biết bán kính 
bánh xe lệch tâm là r và trục quay o  ở cách tâm của đĩa một 
khoáng o c  = a. Trục Ox hướng dọc theo thanh, gốc tọa độ

o  ỏ' trục quay và — = X .

Đáp số: X = acoscp + r \jl-X2 sin2 <p

5. Một quà cầu được ném từ máy bay chuyển động theo

phươne trình: X = V0t ; y = h g f

Ở đày trục Ox chọn theo phương ngang, trục Oy chọn theo 
phươns tháng đúng hưóng lên trên. Xác định vận tốc của quả cầu khi nó rơi xuống đất ?

Đáp số: V = Jv02 + 2gh ; cos(v ,T) = , ■
y '

.1C,  7 \  x /ỉg hcos(V ,j)  = —  =

o
Hình bài 5

6. \'iẽn đạn chuyển dộng trong mặt phắng thẳng đứng 
iheo phươns trình:

X =  3 0 0 t :  y  =  4 0 0 t  -  5 t 2 (t  t í n h  t h e o  g i â y ;  X ,  y  t í n h  b ằ n g  m é t ) .

Tìm: a) Vận tốc và gia tốc tại thời điếm đầu.

b) Đò cao và tầm xa của đường dạn.

c) Bán kính cong của quỹ đạo tại thời điểm đầu và điểm cao nhất.

Đáp só Y0 = 500m/s; w  = 10m/s2; h = 8km; s  = 24km; PD= 41,67km; p = 9 km.

7. Tim b á n  k í n h  cong quỹ đạo ờ thời điểm đầu của một động điểm chuyển động theo 
phương t r ì n h :  X =  2 t ;  y  =  t : ( t  t í n h  b à n g  g i â y ;  X, y  t í n h  b ằ n g  c m ) .

Đáp số: p0 = 2m.

X. Cơ câu tay quay thanh truyền với OA = AB = / = 60cm. Biết cp = 4nt (hình vẽ). Tim 

quỹ dao diêm M cùa thanh truyền. (MB = - ) .  Tính vận tốc, gia tốc cúa M, bán kính 

cong cua quỹ dạo tại vị trí cp = 0 .
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o 1
Đáp sô: Quỹ đao e l í p -----—+ ^ -  = 1; V = 807tcm/s; w  = I ó O O t t / s " ;  p0 = 4cm.

100'  20

Hình bài 9

9. Bánh xe lăn khòns trượt theo đườns nằm nqang, một điểm trên vành xe có chuyên 

động Xiclòit với plurơns trình: X = 20t -  sin20t; y = 1 — cos20t ( t : s : X và y : m).

Tìm sia tốc và bán kính coim cùa điểm, xác định giá trị của bán kính cong lúc t = 0. 

Đáp sô: W hướns từ M về C; w  = 400m /s2; Po = 0.

10. Chuyển độns của điểm cho bới phươns trình:

X =  V 0t. c o s a 0: y = VGt. sina0 -  - g f

Tronơ đó Ox nằm ngang, Oy thảne đims. VD, g và a 0 < 71/2 là nhưng hằng số.

Hãy xác định: a) Quỹ đạo cùa điểm:

b) Tọa độ vị trí cao nhất;

c) Hình chiếu cua vãn t ố c  lên các trục tọa độ khi chất điểm nằm trên 
trục Ox.

Đáp số: a) Prabôn y = x tga0 -
2 v ; COS a r

b )  X = —  s i n 2 a fl; v  = —  s in 2 a 0u ' I)
2g 2g

°)  v x = v o.cosa0; V,, = ± V o.sina0

11. Mót đ i ế m  trên v à n h  bánh xe chuyển động 
theo phương trình: s = 0,11 (t tính băng giãy và s 
báng mét). Bán kính của bánh xe báng 2m. Xác 
định gia tốc pháp và gia tốc tiếp cùa điếm tại thời 
điếm vận tốc của nó V = 30m/s.

Đáp sô: w n =450m/s2; WT = 6m/s2.
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12. Thanh OB quay quanh trục o  với (p = AOB = 2t (rad) và truyền chuyến động đên 
thanh AD. Điểm A và c  chuyên động dọc theo các trục tọa độ. Xác định vận tốc và gia 

tốc điểm D của thanh tại thời điểm (p = 60°. Biết AB = OB = BC = CD = 12cm.

Đáp sô: V = 41,57 cm/s; w  = 127 cm/s2.

13. Chất điểm chuyên động theo vòng tròn bán kính r theo luật sau: s  = v 0t -----at2.

Xác định trị sô gia tốc của điểm, thời gian cần thiết để trị số gia tốc đó bằng a, số 
vòng đi được của chất điểm cũng như vận tốc của chất điểm ở thời điểm này.

Đáp sô: w  = /a2 +-Ằr(V0 - a t ) 4; w  = a khi t = — ; Số vòng: n = — và V = 0.
V R a 4a7iR

14. Đầu tầu hỏa có vận tốc đầu 15m/s và trong 30 giây đầu chạy được 600m. Biết 
chuyển độns của nó là biến đổi đều. Xác định vận tốc và gia tốc của tầu hoả ở cuối giây 
thứ 30. Nếu tầu hỏa chuyển động theo đường tròn bán kính r bằng lkm.

Đáp số: V = 25m/s ; w  = 0,780m/s2.

15. Một tầu hỏa chuyên động chậm dần đều theo cung tròn bán kính 800m. Với vận 

tốc đầu v0 = 54 km/h. Sau khi chạy được 800m thì nó có vận tốc 18 km/h, tính gia tốc 
toàn phần cùa tầu lúc đó và lúc ban đầu cũng như thời gian tầu đã chạy.

Đáp số: w u = 0,308m/s2 ; w  = 0,129m/s2 T = 80s

II. CHUYỂN ĐỘNG c ơ  BẢN CÚA VẬT RẮN

16. Bánh đà bắt đầu rời khỏi vị trí tĩnh quay với gia tốc góc không đổi, qua 10 phút 
đầu sau khi bắt đầu chuyên động, nó có vận tốc góc bằng 120 vòng/phút. Hỏi bánh đà 
quay đươc bao nhiêu vòng trong 10 phút đó?

Đáp sô: 600 vòng.

17. Bánh xe có trục cô định quay với vận tốc góc ban đầu 2 7T rad/s quay được 10 vòng 
thì dừng lại do có ma sát ở ổ trục. Hãy xác định gia tốc góc ẽ  của bánh xe, xem nó là 
mót hãng số.

Đáp sô: £ = 0,1 71 rad/s2, quay chậm dần.

IX. Khi tất đóng cơ, cánh quạt của máy bay có vận tốc góc tương ứng n = 1200 vòng/ phút, 
quay diroc xo vòng thì dừng. Hỏi từ thời điểm tắt động cơ đến khi dừng hết bao nhiêu thời
gian, néu ta xem cánh quạt quay chậm dần đều.

Dá/) sô: 8 giây.
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19. Con lắc dao động trong mặt phang đứng quanh trục năm ngang cô đinh o .  Tư V Ị tri

cân bằng ỏ' thòi điểm ban đầu đến lúc nó đat đô lêch cực đại a  = —— rad phái mất 2/3 giây.
'  16

a) Hãy viết quy luật dao động của COI1 lắc, xem rằng nó dao động điêu hoà?

b) Ở vị trí nào con lắc có vàn tốc góc cục đại và vận tốc góc đó bằng bao nhiêu?

Đáp sô: a) cp = —  sin — TTtrad t rad.
16 4

, 3 2
b) ơ  vi trí thãns đứns; I0mix = —  71' rad/s.! e e 64

20. Một cơ cấu culít được mò tà như hình vẽ.

Hãy xác định vận tốc góc và gia tóc cóc của cu lít o c

ờ thời điểm khi cp = —, nếu thanh AB chuyển động với

vận tốc u = const và thời điểm ban đầu o = 0 .

Đáp sỏ: co = — ; £ = -----—.
21 21-

Hình bài 20

21. Một tải trọng được buộc vào sơi dây quân vào trục nằm ngang. Nó được nâng lên 
nhanh dẩn đều không có vận tốc ban đầu. Trong t giây đầu, nó được nâng lên đoạn h(m). 
Hãy tìm gia tốc góc của trục nếu bán kính cùa nó là r (m).

.. _ 2h -2 t ì  áp sỏ: e = —— s
rt

Hình bài 22

22. Điểm A nằm trên bánh đai chuyển động với vận tốc 50cm/s, điểm B nằm trên 
cùng bán kính với điếm A chuyển động với vận tốc 10cm/s, khoáng cách AB = 20 cm. 
Hãy xác định vận tốc góc (!) và đường kính bánh đai.

Đáp sô: 0) = 2 rad/s; d = 50cm
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23. Bánh đà có bán kính R = 2m rời khỏi vị trí yên tĩnh quay với gia tốc góc không 
đổi, sau t = 10 giây các điểm nằm trên vành có vận tốc V = 100m/s. Hãy tìm vận tốc, gia 
tốc tiếp và gia tốc pháp của các điểm trên vành tại thời điểm t = 15 giây.

Đáp số: V = 150 m/s; w n = 1 1250m/s2 ; w t =  10m/s2

24. Góc nghiêng giữa bán kính và gia tốc toàn phần của điểm trên vành bánh đà 

bằng 60°. Gia tốc tiếp của nó tại thời điểm đang xét wt = IOn/ 3 m/s2. Hãy xác định gia 
tốc pháp của điểm cách trục quay một khoảng r = 0,5m. Bán kính bánh đà R = lm.

Đáp số: Wn = 5m/s2.

25. Trục A có bán kính R = 10cm quay được nhờ một 
quả càn treo vào nó bằng một sợi dây. Chuyển động của quả 
càn theo phương trình X = 100t2(cm). Trong đó X là khoảng 
c á c h  t ừ  q u à  c â n  đ ế n  đ ư ờ n g  n ằ m  n g a n g  c ố  đ ị n h  0 0 Ị, X t í n h  

theo cm, t tính theo giây.

Xác định vận tốc góc co và gia tốc góc s của trục cũng 
như gia tốc toàn phần w của điểm trên bề mặt của trục tại 
thời điểm t bất kỳ.

Đáp số: (0 = 20t rad/s; e = 20 rad/s2

w  = 200Vl + 400t4 cm/s2 Ị j ị n Ịt b à i  2 5

26. Quả cầu A treo trên một sợi dây có độ dài / = 398 cm dao động trong mặt phẳng
71 71

thãng đÚT)2 quanh true o  năm ngang cố đinh theo phương trình (p = —sin —t (cp tính
8 2

theo rad: t tính theo giây). Hãy xác định:

a) Thời điểm gần nhất sau khi bắt đầu chuyển động, tại đó gia tốc pháp của quả 
cầu bằng 0 .

b) Thời điếm gần nhất, khi gia tốc tiếp bằng 0.

C) Gia tốc toàn phần khi t = 1/2 giây

Đáp số: a) t = 1 giây; b) = 2 giây; c) w = 282,95cm/s2

27. Cho cơ cấu truyền động như hình vẽ. Biết vật (I) chuyên động với phương trình:

X =  2  +  7 0 t : c m  (t  - g i â y ) ,  R t  =  5 0 c m ,  p,  =  3 0 c m ,  R 3 =  6 0 c m ,  r 3 =  4 0 c m .

Xác định vận tốc, gia tốc tiếp, gia tốc pháp và gia tốc toàn phần của điểm M khi vật 
(I) di dươc mót đoạn: s  = 40cm.

Đáp số: V = 118cm/s; Wị =156cm /s2; W n = 346cm /s2; w  = 379cm /s2.
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28. Hãy tìm ti sô' K = —  cùa vận tóc sóc đối với các bánh xe răng khía có bán kính
co,

ĩị, r->, r3. r4 được sán với nhau như hình vẽ. Mớ rộng cho trường hợp n bánh răng?

Đáp sổ: K = —  = (-1)4- ’ — ; K = Ì .  = ^
CO, r, r„ (0,

Hình bài 28

29. Trẽn hình vẽ biếu diển so đỏ truyền chuyến động dây da phức tạp. Puli II và III 
2ắn chunơ một trục và hai puli ày đươc coi như một. Xác định sô vòng quay trong một 
phút cua puli IV, biết rằng puli I thưc hiện chuyên động quay 500vòng/phút. Đường kính 

các puli là d, = 200cm; <Jt = 500cm: d? = 300cm; d4 = 100cm.

Đáp số: n. = 600 vòng/phút.

30. Trons cơ cấu của máy chỉ báo. kim chuyên động từ thang 
rãng cua chốt 1, truyền cho bánh rãng 2, trẽn trục của nó gắn 
chát với bánh xe rãng 3, móc với bánh ráng 4 mang theo kim.

Bán kính cùa các bánh xe ráng tương ứng bằng r-,, r3, r4.

Xác đ ị n h  vận tốc góc của kim, nếu chuyển động của chốt cho 
t r ư ớ c  b ă n g  p h ư ơ n g  t r ì n h :  X =  a s i n ( k t ) .

Đáp .vó: 0)4 = ak coskt. 
r->r4

Hình bài 30
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31. Trục truyền động bằng ma sát I quay 600v/ph và chuyển dịch theo chiều mũi tên, 

sao cho khoảng cách d thay đổi theo quy luật d = (10 -  0,5t)cm (t tính theo giây).

Hãy xác định:

a) Gia tốc của trục II phụ thuộc vào khoảng cách d.

b) Gia tốc toàn phần của điểm B trên vành bánh II khi khoảng cách d = r, biết bán 
kính của các bánh xe ma sát: r = 5cm; R = 15cm;.

Đáp số', a) £ = ^ ^ - ra d /s2; b) w = 30tĩV1 + 400007Ĩ2 cra/s 
d2

Hình bài 31 Hình bài 32

32. Cơ cấu tời (hình vẽ) làm cho tải trọng p  dịch chuyển thẳng đứng khi quay tay 
quay a = 400mm. Do bộ phận hãm bị hỏng, tải trọng bất thình lình rơi xuống với phương 
trình X = 5t: (x - cm, t - giây), trục X hướng xuống dưới theo dây. Đường kính của trống 

d = 200mm; số rãng của cơ cấu tời như sau: Z| = 13; Zo = 39; z3 = 11; z4 = 77. Hãy xác 
định vận tốc và gia tốc của đầu tay quay a sau khi chuyển động được 2 giây.

Đáp số: V = 16,8 m/s ; w  = 705,6 m/s2.

III. CHUYỂN ĐÔNG PHỨC HỢ P CỦA ĐIEM

33. Trong cơ cấu thanh trượt tay quay, thanh trượt BC 
chuyển đóng tịnh tiến, còn tay quay OA có độ dài / = 20cm 
quay với vận tốc góc không đổi n = 90v/ph. Đầu A gắn bản 
lề với con chạy trượt trong rãnh của con trượt. Con chạy làm J1 
cho thanh trươt BC chuyến động tịnh tiến thuận ngược.

Hãy xác định vận tốc V của thanh trượt, khi tay quay lập 

với trục thanh trươt một góc xOA = 30°.

Đáp số: V = 0,942m/s. Hình bèi 33
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34. Máy điều chỉnh ly tâm Oát quay xung quanh trục thăng đứng, VỚI vận tôc góc 

co = 10.S-1. Do sự thay đổi lực đật vào máy, các quả cẩu tách khỏi trục và làm cho các 

thanh gắn với Chuns có vân tốc góc(ừ| = l,2s 1 tại vị trí đang xét. Xác đinh vận tôc tuyệt 

đối của các quả cầu tại các thời điểm đanq xét, cho biết độ dài của các thanh / = 50cm; 
khoảng cách giữa các trục đi qua các điểm treo của chúng 2e = 10cm, các góc tạo bởi

các thanh với trục máy điểu chình a ( = ou = cx = 30° .

Đáp sô: V = 306m/s.

35. Khi tay quay o c  quay quanh true o  thảng góc với mặt phảng hình vẽ thì con 
chạy A di chuyển dọc theo o c  và làm cho thanh AB chuyến động trong rãnh thẳng đứng 
K. Khoảng cách OK = /. Xác định vận tóc con chạy A đối với tay quay o c  theo vận tốc
2óc CO và sóc cp cùa tay quay.

Đáp số'. \ ’r = /cotgcp/coscp.

36. Mưa rơi theo phương thảng đứng, nhưng hành khách ngồi trong ô tô thấy hạt mưa 
rơi theo phương hơp với phương thãng đứng góc 40°. Biết ôtô chuyên động theo một 
đườna năm ngang với vận tốc 72km/h.Tìm vận tốc của các hạt mưa rơi tự do?

Đáp só: V = 23,8 m/s.

37. Mót bán trụ rỗng bán kính r = 10cm, chuyến động tịnh tiến trên mật phẳng ngang 
cố đinh với vân tốc V, = 30cm/s. Thanh CD tựa trẽn mặt bán trụ chuyên động theo rãnh 
K thẳng đứng. Xác định vận tốc điểm c  của thanh đôi với bán trụ và tìm khoảng cách 
CE từ c  đén dường kính AB khi vận tốc của thanh băng V2 = 40cm/s.

Đáp só: Vr = 50cm/s; CE = 6cm.

38. Cho cơ cấu chuyến động trong mặt phảng hình vẽ, tay quay o c  dài b quay quanh 
true cố định o  theo luật (p = cot (w= const), truyền chuyển động cho thanh BD quay
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quanh trục cỏ định qua B nhờ con chạy c  dọc theo BD. Tìm vận tốc tuyệt đối, vận tốc
nkéo theo, vân tốc tương đối của COI1 chay c  tai thời điểm t = — , biết OB = a.

2(0

Đáp số: Va = co.b; v c = co
b2 ab

7 = = r ; V ' = “ T f = r
Va + b v a  + b

V777/777777777777777777777ZW777777 

Hình bài 39

39. Xe chuyến động nhanh dần đều với gia tốc 49,2cm/s2. Trên xe có đặt một động cơ 

điện, ròto bán kính 20cm quay với phương trình (p = t2(rad). Tim vận tốc tuyệt đối và gia 
tốc tuyệt đối của điểm A trên vành rôto lúc t = ls, biết lúc đó A có vị trí như hình vẽ.

Đáp số'. VA = 78cm/s; WA = 74,6cm/s2

40. Mặt phảng nqhiêng AB, chuyến động thẳng với gia tốc không đổi 0, lm/s2theo

trục Ox. Trên AB có vật p trượt xuống với gia tốc không đổi 0,1 \Ỉ2 m/s2. Vận tốc đầu 
c u a  m ặ t  phẳng n g h i ê n g  v à  c ủ a  v ậ t  đ ề u  b ằ n g  0. Vị trí đầu c ủ a  v ậ t  c ó  tọa đ ộ  X = 0; y  = h.

Tìm quỹ đạo, vận tốc và gia tốc tuyệt đối của vật p.

Đáp số', y = h -  —; V = 0, l-s/5 tm/s; w = 0,1V5 m/s2

ỉ ỉ inh bùi 40 Hình bài 41

41. Cho mòt đĩa tròn bán kính R quay đều với vận tốc góc 0)o -  const quanh trục đi 
qua tám và trực giao với mặt pliẩng dĩa. Trên dây cung AB cách trục một đoạn h có
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điểm M chuyển động từ giữa dày cung với vận tốc V0 — const. Xác định vận tốc và gia 
tố c  tu y ệ t đ ò i c ủ a  đ iể m  M th e o  k h o ả n g  c á c h  OM = X trê n  dây c u n g .

Đáp số: v a = + (x : + h 2 ) co„ + 2vo0)oh;

w a = \ỊCùt  ( x2 + h' ) + 4cứỒvo + 2tojvoh;

71 t
42. Tàm chữ nhật ABCD quay quanh canh CD theo luật cpe = —  ( ra d ) . Điểm M chuyển

động dọc theo cạnh AB theo phươne trình: OM = s, = asin (n/s) t(cm). Xác định giá trị vận 
tốc và sia tốc tuyệt đòi của điểm M tại thòi điểm t = ls. Cho DA = CB = a cm.

Đ á p  sò:  V a =  íìk/2 cm/s; Wa = ATI' \  2 /4 cm/s2.

D

Hình bài 42

43. Hình vuông ABCD có canh 2a quay quanh cạnh AB với vận tốc góc không 

đổi coe = 7ĩV2s_i.Dọc theo đườne chéo AC điểm M dao động điều hòa theo quy luật 

OM = X = acos ( 71 /2)t cm. Xác đinh gia tốc tuyệt đối của điểm M khi t = ls và t = 2s.

Đớp số'. Wj I = an2 \Ỉ5 cm/s:: \v' ; = 0,44a TT2 cm/s2.

44. Trẽn trục quay của đóng cơ điện thanh OA 

d à i  /  q u a y  t h e o  p h ư ơ n g  t r ì n h  (ị) =  cot (co =  c o n s t ) .

Đóng cơ điện không gắn chật với nền, thực hiện 
dao đóng điéu hòa theo phương trình:

X = a sin 031. Xác đ ị n h  gia tốc tuyệt đối của điểm

A tai thơi điểm t = -^ -s  .
2tó

*■) I -) -)
Đớp só: WA = 0) Va + / . Hình bài 44
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45. Tay quay OịA = 0,5m của một hình 

bình hành nối bản lề O ịABO, quay quanh 

trục cố định O, với vận tốc góc co, = 2ts '\

Doc theo canh AB của hình bình hành ấy có Q 

con chạy M chuyên động theo luật AM = s 
= 5t: (S tính bằng mét, t tính bằng giây). 
Xác định gia tốc tuyệt đối của con chạy M 
tại thời điểm t = ls, khi ấy ọ  = 30° ?

Hình bài 45

Đáp số: w a = 6,05m/s2.

46. Điểm M chuyển động đều trên hình nón tròn xoay có trục OA từ đỉnh dọc theo 

đườns sinh đến đáy với vận tốc tương đối Vr, góc AOM = oc . Tại thời điểm t = 0 khoảng 

cách OMộ = a. Nón quay quanh trục của nó với vận tốc góc không đổi (0. Xác định gia 
tốc tuyệt đôi cùa điếm M.

Đáp sô: Gia tốc nằm trong mặt phảng thẳng góc với trục quay, lập từ tam giác với các 

cạnh w en = (0 2(u + Vr /j.sina và w c = 2Vr (O.sina.

o

Hình bài 46 Hình bài 47

47. Một đ ĩ a  quay quanh trục 0 | 0 0 t  là đường kính của đĩa với vận tốc góc (0 = 2ts '. 
Điểm M chuyển động từ tâm o  theo bán kính đĩa theo luật s  = OM = 4t: (cm). Bán kính 
OM làm với OOt một góc 60°. Xác định giá trị gia tốc tuyệt đối của điểm M tại thời 
điểm t = ls?

Đáp số: w a = 35,56cm/s2

48. Cán đẩy AB chuyển động nhanh dần đều, sau 4s nó trượt từ vị trí cao nhất xuống 
mót đoạn h = 4 cm làm cho cam bán kính 1 = 10 cm trượt trên nển ngang. Tìm vận tốc
v à  g i a  t ố c  c ù a  c a m  l ú c  đ ó .

Đáp số: v e = — cm/s; We = 0,406 cm/s2
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Hình bài 48

49. Một tam giác VUÔI1S có cóc nhọn a  trượt theo mặt ngang với gia tốc không đổi WQ 
làm cho thanh AB chuyển độnc trone rãnh thắng đứng. Tìm vận tốc và gia tốc của thanh.

Đáp sò: w  = WQ tga; V = WQ.t.tca

50. Tay quay OA có chiểu dài / quay đểu quanh trục o  với 
vận tóc sóc con làm COI1 trượt A chu\ én đòng trong rãnh của 
culít K và culít K chuyển động lẻn xuòns. Tim vận tốc và gia 
tốc của culít K cũng như vận tốc và sia tốc của con trượt A

đối với culít K tại thời điếm ứng với \ Ị trí ọ = 30° .

Đáp sò: V, = —/co0 cm/s ;

w  = /coA cm/s::
2

V. = ~ l a 0 cm/s;

cm/s2

IV - CHUYỂN ĐỘNG SONG PHẢNG CỦA VẬT RẮN

51. Bánh xe nhỏ bán kính r lãn khòne trượt trên bánh xe lớn cố định bán kính R nhờ 

tav quay OA quay qua trục o  đi qua tàm bánh xe lớn với gia tốc góc không đổi £0. 
Thành lập phương trình chuyên đónơ cùa bánh xe nhỏ với cách chọn điểm A là tâm 

bánh xe nhò làm cực. ơ  thời điẽm ban đầu t = 0 vận tốc 

góc cùa tay quay OA là C0o = 0 và góc quay ban đầu của nó 

l à  ọ 0 =  0 .

, . R + r ■>
Đáp sô: cp, = — — E0t ;

2r

XA =  (R +  r ) c o s

yA = (R + r)sin e0 —
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52. Tay quay OA quay đều quanh trục o  đi qua tâm của bánh xe răng khía cố định 
bán kính R với vận tốc góc (0 = const làm bánh xe răng khía nhỏ bán kính r lăn không 
trượt bèn trong bánh xe cố định. Lấy điểm A làm cực, lập phương trình chuyển động của 
bánh xe động?

r R 'ìĐáp số: q>! = -----1 cot; X A = (R -  r)coscot; yA = (R - r ) s in c o t
V r  /

yf

Hình bài 53

B

Hình bài 54

53. Tay quay o c  quay đều quanh trục o  cố định với vận tốc góc co = const làm thanh
AB cùa cơ cấu elip chuyển động. Lấy B làm cực lập phương trình chuyển động của
thanh AB nếu o c  = AC = BC = r.

Đ áp số: (p =  co0 t ; X g  =  2 r c o s w 0 t ; y B =  0 .

54. Đoạn thảng AB chuyển động trong mặt 
phảne hình vẽ. Tại thời điểm nào đó vận tốc VA 
cùa điẽm A hợp với đoạn thắng AB góc 30° và 
bàng 180 cm/s, hướng vận tốc điếm B lúc đó trùng 
với hướns cua đoạn thẳng AB. Hãy xác định vận 
tốc Vg cua điểm B.

Đáp sô: VB = 156 cm/s.

55. Đoạn thẳng AB chuyến động trong mặt 
phảng hình vẽ, đau A luôn luôn ở trên nửa đường 
tròn CAD. còn bàn thân đoạn thẳng luôn luôn đi /777/ 
qua diém có dinh c  cùa dường kính CD. Hãy xác 
định vận tốc cúa điểm trên đoạn thẳng trùng 
với điếm c , khi bán kính OA trực giao với CD, 
biét răng vặn tốc điểm A lúc đó bằng 4m/s.

Đáp sô: v c = 2,83 m/s. Hình bài 55
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56. Ống chỉ bán kính R lăn không trượt trên mặt 
phắng nằm ngang H H \ Quanh lõi hình trụ bán kính r 
có quàn chi và đầu B của nó trong khi ống chuyên 
động có vận tốc u theo đường nằm ngang. Hãy xác 
định vạn tốc V của trục ống chì.

Đáp sò: V = u
R

R - r /7777777^777777777777777
H A H'

Hình bài 5657. Hai thước sons sons cùns chuyến độns về một 

phía với các vạn tốc không đổi V| = 6 m/s và V, = 2 m/s. Giữa các thước người ta đặt 
đĩa tròn bán kính a = 0,5m, đĩa lăn khòns trượt theo các thước. Hãy tìm vận tốc góc của 
đĩa và vận tóc tàm của nó.

Đáp số: (0 = 4 rad/s; v c = 4 m/s

Dc
/ V  r

/  N

/  B
Ị r, Jrỹ y \ <»0 \

l  0

r V

Hình bài 57 Hình bài 58

58. Tay quay OA quay với vận tóc sóc 0)o = 2,5 rad/s xung quanh trục o  của bánh xe

rãnợ cố định bán kính r-> = 15cm. và làm cho bánh xe răng bán kính ĩị = 5cm gắn trên đầu
A cùa nó chuyển động. Xác định giá trị và hướng cùa vận tốc các điểm A, B, c , D và E
của bánh xe rãng động, nếu CE ±  BD. Giả thiết khòng có sự trượt giữa hai bánh răng.

Đáp số: V A = 50cm/s; VB = 0; VD = 100 cm/s; v c = VE = 70,7 cm/s.

59. H ãv tìm vận tốc của con chạy B trong 
cơ cấu tay quay lệch tâm tại hai vị trí năm 
nsane va thãng đứng của tay quay, khi nó 
quay xung quanh trục o  với ván tốc góc 
0) = 1.5 rad/s, cho OA = 40cm, AB = 200crn, o 
o c  = 20cm.

Đúp số'. V, = v 3 = 6,03 cm/s; Q

v 2 = v4 = 60,0 cm/s. Ị l i n h  b à i 5 9
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60. Hãy xác định vận tốc góc của thanh AB và tay quay 0 ]B  của cơ cấu bốn đoạn 

OABOị, khi ọ  = 90° và tay quay 0]B  là đường kéo dài của đoạn 0 0 | . Tay quay OA có vận

tốc góc to = 3 rad/s, OA = O,B = — AB.

Đáp số'. C0AB = 3 rad/s; (0o B = 5,2 rad/s

Hình bài 60

61. Đĩa phẳng có bán kính R = 0,5m lãn không trượt theo mặt phẳng nghiêng. Tại

thời điểm khảo sát tâm của đĩa có vận tốc VA = lm/s và gia tốc WA = 3 m/s2. Tìm vận
tốc góc cùa đĩa, vận tốc của các điểm c ,  D, E, gia tốc góc của dĩa, gia tốc các điểm B, c.
Biết BD J_ CE; CE song song với mặt phẳng nghiêng.

Đáp số: 0) = 2rad/s; 8 = 6 rad/s; w c = 3,16 m/s2.

v c = VE = V2 m/s; VD = 2m/s; W B = 2m/s2

62. Cơ cấu hành tinh có tay quay OA quay với vận tốc góc 

C0o = const làm cho bánh I bán kính r lăn không trượt theo vành 
trong cùa bánh cố định, bán kính R = 3r. Tìm: Vận tốc các điểm 
c, D, E thuỏc bánh xe I và gia tốc các điểm B, c. Cho BD _L CE.

Đáp số: v c = VE = 2r \ f ĩ  (0o; VD = 4rco0

Wg = 6r OỪQ; Wc = 2rV2 C05

63. Cơ cấu bốn khâu như hình vẽ. Các thanh AB và CD 
cùng độ dài 40cm. Thanh BC dài 20cm, khoảng cách AD bằng 
20cm. Tay quay AB quay đểu với vận tốc góc CD0.

Tim vận tốc góc và gia tốc góc của thanh BC lúc

ẤDC = 90°.

X , . , _  20 2 Đáp sô: C0BC -  ^ 0)o ; eBC -  ^ (0" .

Hình bài 63

Hình bài 62
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64. Con lăn 2 tầng bán kính R = 20cm và 
r = 10cm lăn không trượt theo mặt phẳng ngang. 
Tầng trong được cuốn dây và buộc vào vật M. 
Tìm gia tốc điểm cao nhất A lúc t = ls. Khi vật 
M rơi xuốns với vận tốc V = 3t m/s.

Đáp số: \VA = 4 \/26  m/s:. VV tạo với đường

5

\\\\\\\\\\

M

tháng đihig một sóc P; cosP =
V26 ’ Hình bài 64

65. Cơ càu 4 khâu như hình vẽ. Tay quay OA quay đều với vận tốc góc 0ừo = 4rad/s.

OA = r = 0.5m; AB = 2r; BC = r\/2  . Tại thời điểm OAB = 90°; ABC = 45°xác định 
vận tốc sóc. gia tốc sóc các thanh AB và BC.

Đáp sỏ: toAB = 2rad/s; S AB = 20rad/s:: cOffc- = 4rad/s; eBC = 8rad/s2;.

10.,

o
T OA

Hình

66. Tay quay OA dài 20cm, quav đều với vận tốc góc 0)o = 10rad/s, thanh truyền AB 
dài lOOcm. con chạy B chuyển đóns theo phương thẳng đứng. Tim vận tốc góc, gia tốc 
2óc cùa thanh truyển và gia tốc con chạy B tại thời điếm tay quay và thanh truyền vuông 

góc với nhau, góc a  = 45°.

Đáp số', to = 2  rad/s; s =16 rad/s:; WB = 565,6 cm/s2

67. Mót thước vẽ elip có AB = 2/ = 20cm đươc truyền 
chuyên đòng nhờ tay quay o c  quay quanh o  với vận tốc 
góc khóng đổi 0)0 = 2 Biết BC = AC = I. Xác định gia 

tốc 2 điẽm A và B và gia tốc của tâm vận tốc tức thời tại 

thời điém khi ABO = 30° .

Đáp số: WA = 40cm/s2; WB = 69,3cm/s2; Wp = 80cm/s2 . /7777777

Hình bài 67
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68. Một con lăn bán kính R có thể lăn không 
trượt trên mặt pháng ngang nhờ sợi dây buộc vào 
tài trọnc M. Tại thời điểm khao sát, sợi dây có vận 
tốc V và gia tốc w. Tìm gia tốc của hai điểm mút 
đưòns kính tháng đứng tại thời điếm đó và gia tốc 
điểm D trèn con lãn trùng với dây.

Đáp sò: w c =
RV-

( R - 0

W B =

W D =

R

( R - r )
T ^ 4 W 2 ( R - r ) 2 + V '

w 2 +■ I-2V4

( R- r ) <

Hình bài 68

69. Bánh xe II bán kính p> = 0,2m lăn không 

trượt trẽn bánh xe cố định ĩị = 0,3m được truyền 
chuyên động nhờ tay quay OA tại thời điểm khảo 
sát tay quay có vận tốc góc (0 = ls ' 1 và gia tốc góc 
£ = - 4 s X á c  định gia tốc điểm D trên vành bánh 
độns với bán kính AD vuông góc với OA.

Đáp số: W D = 3,58 m/s2.

70. Tay quay OA quay với gia tốc góc không 

đổi £0 = 5 rad/s: và tại thời điểm khảo sát có vận 

tốc góc co0 = 10 rad/s; Biết OA = r = 20cm.

0 ,B  = R = 100cm; AB = / = 120cm.

X á c  định vận tốc điếm B ,  điểm c  và gia tốc (XA 
(tiếp và pháp) cùa điểm B khi OA và OịB thẳng 
đứng.

Đáp so: VB = v c = 200 cm/s;

Wg = 400 cm/s2;

Wg = 370,45 cm/s2

Hình bài 69

Y /////////Ằ

o , w  

2 1

Hình bài 70

71. Tay quay OA quay đéu với vận tốc góc (0 = 8 rad/s. Biết OA= 25cm; CA = CB =

50cm; DE = lOOcm. Ở thời điếm kháo sát CDE = 90°; BED = 30°. OA và OB thẳng 
hàng, vuông góc với BE. Tim vận tốc góc các thanh AB và DE, gia tốc các điếm B và c.
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Đáp số: (0AB = 2 rad/s; C0DE = 0,5 rad/s;

W B = 2000cm/s2; w c = 1800cm/s: .

V /////////Á

72. Bánh răng bán kính r kẹp giữa 2 thanh khía 
song son? chuyển động nhanh dần về cùng một

phía. Lúc khảo sát các thanh có vận tốc V i .V ị và

gia tốc W i,W 2 . Tìm vân tốc, gia tốc tâm o  và 
gia tốc điểm A của bánh răng tiếp xúc với thanh 
khía I.

Hình bài 71

( v , - v 2)Đáp số: V0 =

W,
Y/////////À

Hình bài 72

73. Tam giác đều ABC có canh = 40cm, chuyển động 
trên mặt phẳng Oxy sao cho các đinh A và B di chuyển 
theo các true Ox và Oy. Tim gia tốc đinh c  tại thời 
điểm khi cạnh AC song sons với trục Ox. Biết

W A = 2 0 \3 c m /s 2, W B = 10cm/s: và chiều của WA,WB

như hình vẽ.

Đáp sổ w c = 26,46 cm/s2.

74. Tam giác đều ABC chuyển đóng trong mặt phẳng 
hình vẽ. Gia tốc của đỉnh A và B tai thời diêm đang xét 
bâng 16m/s và hướng theo các canh của tam giác. (Xem 
hình vẽ). Hãy xác định gia tốc của đỉnh thứ ba c.

Hình bài 73

Dớp số: w c = 16 cm/s2 và hướng theo CB từ c  đến B.

Hình bài 74
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75. Hình vuông ABCD có cạnh a = 2cm chuyển động 
tron í  mặt pháng của hình vẽ. Lúc khảo sát điểm A và điểm

B có véctơ gia tốc như trên hình vẽ, trị số WA= 2cm/s2;

WB = 4 \ /2 c m /s2. Tìm vận tốc góc, gia tốc góc của ABCD 

và gia tốc điểm c  lúc đó.

Đáp số: co = \ f ĩ  rad/s; £ = lrad/s2

w c = 6cin/s2; Wc hướng từ c  đến D.
Hình bài 75
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BÀI TẬP ĐỘNG Lực HỌC

I. HAI BÀI TOÁN C ơ  BẢN CỦA ĐỘNG L ự c  HỌC PHƯƠNG TRÌNH VI 

PHÂN CHUYỂN ĐỘNG CỦA CHÀ I ĐIEM

1. Một xe soòne có khối lượne là 700ks đang chạy xuống dốc dọc iheo đường ray 

thẳns vù Iiíhièna vứi mật nsane một coc 15°. Đè uiữ cho xe chạy đều ta dùng dây cáp 
sons sons vơi mật dóc. Vận tòc chạ\ đều cua \c  là 1,6 m/s. Xác định lực căng của dây cáp 
lúc xe chu\ déu và khi nó bị hãm đìmc lại trons 4 giày. Hệ số cán chuyên động tống cộng là 
f = 0.015 và lúc hãm coi rằnc \c  chay chậm dần đều.

Đáp số: s, = 1676,IN; S2= 1956N

2. Một máy bay có khối lượne 2000ks bay thắng ngang với gia tốc 5m/s2. Lực cản 
cúa khòns khí ncược chiều với vận tòc và ti lệ với bình phương của vận tốc, có cường độ 
là 0.49N. khi vận tốc có giá trị là lm s. Xác định lực kéo của cánh quạt máy bay lúc nó 
đạt tóc đò 200m/s, lực này tạo với liướns bay một cóc 10°.

Đáp số: F = 30Ơ57N

3. Một cái sàng quặng thực hiện dao đòng điểu hòa thẳng đứng với biên độ a = 5cin. 
Tim tán sò k nhỏ nhất của sàng đé các hạt quặng bật được lên khỏi mặt sàng.

Đáp số: kmin = 14rad/s.

4. Một vật nặng rơi xuống giếm: mo không vận tốc đầu. Sau thời gian 6,5 giây người 
ta nshe tiếng va dập của vật vào dá> eiếng. Cho biết vận tốc của tiếng động là 330m/s. 
Tim chiêu sáu cua giếng mỏ.

Đáp số: 177,6m

5. Máy bay bố nhào thắng dứng đạt dươc vận tốc lOOOkm/h. Sau đó người lái đưa 
máy bav ra khỏi hướng bố nhào và vạch thành một Cling tròn bán kính R = 600m trong 
mót mát phảng thắng đứng. Trong lương người lái là 800N. Hỏi người lái đã ép lên ghế 
ngói mót lực cực đụi bằng bao nhiêu.

Đáp số: 1 1.300N.

6. Chát điếm M được nâng lén tlico mặt nghiêng không nhẩn hợp với phương ngang 

mót góc ơ. = 30°. ơ  thời đicni dầu có vận tốc v0 = 15m/s. Hệ sô ma sát trượt f = 0,1. Xác
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định quãng đường đi được của chất điểm cho đến khi dừng hẳn và khoảng thời gian đi 
hết quãng đường đó.

V 2 V
Đáp số: s = — -2— -— -  = 19,55m; T = ---------------- — -  = 2 ,1 6 s .

2g(fcosa + sina)

7. Chất điểm M khối lượng m chuyển động 
dưới tác dụng của trọng lực trong mặt trụ nhẵn

có bán kính R. Ở thời điểm đầu <p0 = —, còn

vận tốc bằng 0. Xác định vận tốc của chất điểm 
và phản lực của mặt trụ khi (p = 30°.

g(fcosa + sina)

Mn o

Đáp số: V = ^3^/gR ; N =
3V3

-mg Hình bài 7

8. Một vật M trọng lượng 10N được treo bằng sợi dây dài 30cm tại điểm o  cố định. 
Vật M chuyên động vạch thành đường tròn trong mặt phẳng nằm ngang, trong đó sợi 
dày hợp với đường thẳng đứng một góc 60°. Xác định vận tốc V của vật nặng và sức 
căng T của sợi dây.

Đáp số: V = 212 cm/s; T = 20N

Hình bài 9

9. Tải trong A và B có trọng lượng PA = 200N và PB = 400N được nối với nhau bằng 
lò xo như hình vẽ. Tải trong A dao động điều hoà theo 
phương thảng đứng với biên độ lcm và chu kì 
T = 0,25s. Hãy tính áp lực lớn nhất và nhỏ nhất của tải 
trong A và B lên mặt nển CD.

Đáp số: Rmax= 728N; Rmin = 472N.

10. Một vật có trọng lượng p đặt trên mặt nghiêng

nhẵn hơp với phương nằm ngang một góc a  và được Hình bài 10
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buộc vào lò xo có độ cứng c. Lò xo song song với mặt nghiêng. Xác định phương trình 
chuyển động của vật nếu thời điểm ban đầu nó được buộc vào đâu lò xo chưa bị giãn và 
được truyền vàn tốc ban đầu hướng xuống và song song với mặt nghiêng. Gốc toạ độ ở 
vị trí cân bằnơ tĩnh của vật.

V p Ịcs
Đái) sô: X = —  sin Kt -  — cosa.cosK t; K = J —

1 K c V p

11. Nsười ta ném một vật có trọns lượng p hướng thảng lên với vận tốc Vq. Hỏi tải
trọng sẽ đạt độ cao H bằng bao nhiêu và khoảng thời gian để đạt độ cao đó, nếu sức cản
của khòns khí biểu thị bằns K:PV:, trons đó V là vận tốc của tải trọng.

n.'.„ u  _ ln(V02K 2 + 1) arctgKV0Đáp sô: H = ------ —  -----; T = ------—— -
2gK gK

12. Một sợi dày đàn hồi được buộc vào điểm A cố định, còn đầu kia luồn qua vòng 
nhẩn o  cò định và buộc vào quả cầu nhó M có khối lượng m. Độ dài của dây chưa dãn 
OA= /. Đè kéo dài dày một đoạn lcm cần đật một lực k2m. Kéo sợi dây OA đến B sao cho 
AB = 2 0 A rồi truyền cho nó vận tòc v 0 vuỏng góc với AB. Xác định quỹ đạo của quả 
cầu. bò qua tác đụns của trọns lực \à  xem sức cãng của dây tỉ lệ với độ dãn dài của nó.

ĩ 1 1 2 __ . , k X y
Đáp sô: Elíp — = 1

v ồ l2

M

o

Vo
'“s.s ■s,

N
K\

\
\

p, \
' \11

\
'  X

Hình bài 13

13. Một chất điếm M khối lương m đươc ném theo phương ngang ở độ cao h so với mặt

đất vận tốc v 0. Giá thiết s ứ c  cản của khỏng khí R = - k mV  R = - k m V  . Nghiên cứu 
phương trinh cbuyến động của điếm.

f  t + - ị ( / - e- k')  
k k 2
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14.Vật M treo trên lò xo được gắn vào đỉnh A cố định 
chuyển động trong mật phẳng thẳng đứng theo cung tròn dẫn 
hướng với đường kính AB = 1. Độ dài tự nhiên của lò xo bằng
a, độ cứng lò xo phải thoả mãn điều kiện sao cho khi tác dụng 
một lực đúng bằng trọng lượng của M thì nó nhận được độ giãn 
đúns bằng b. Xác định phương trình chuyển động của vật M 
trons trường họp / = a + b. Bỏ qua trọng lượng của lò xo và ma sát

trượt. Nếu tại thời điểm ban đầu góc BAM = cp0 và vật có vận tốc 

ban đầu v 0 tiếp tuyến với cung tròn và hướng xuống dưới. Hình bài 14

Đáp sổ: <p = <p0 cos t -  -—= sin t

15. Một vật nặng rơi tự do không vận tốc đầu. Sức cản của không khí tỉ lệ với bình 
phương vận tốc. R = k:PV2 trong đó k là hằng số, V là vận tốc, p  là trọng lượng của vật. Xác 
định vận tốc của vật tại thời điểm t và giới hạn của vận tốc.

Đáp số: V = — ■ 
k

e k g t _ e - k g t  

ekg' + e “kgt ’

16. Đạn được bắn ra từ khẩu đại bác đặt 
trên pháo đài có độ cao h, mục tiêu bấn là B 
cách pháo đài một đoạn a. Xác định góc 

nghiêng a 0 giữa nòng pháo và phương 
ngang đê viên đạn bắn trúng mục tiêu, biết 

vận tốc ban đầu của viên đạn là V0. Bỏ qua 

sức cản cua không khí.

~r—T
IT T

1 I 1 I '

/̂ 77^777777777777777777777777777^77777/--- *■
a

Hình bài 16

Đáp số: tgoc0 = —  v 02 ± 7 VỈ +g(2/02h - g a 2)
ga

17. Từ một độ cao h khá lớn, một vật nặng rơi không vận tốc đầu xuống đất. Sức hút 
của quả đất đối với vật đó có độ lớn tỷ lệ với bình phương khoáng cách từ vật đó đến tâm 
quả đất. Tim thời gian T cần thiết đê vật rơi chạm mặt đất và vận tốc rơi lúc đó. Bán kính 
của quả đất là R và gia tốc trọng trường ở ngay mặt đất là g.

R - h N
Đáp số: V = ỄgR h ; T = — I - - — f VRh 

VR + h R \  2g {

R + h
+ —-— arccos-

R + h
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18. Hãy xác định dịch chuyển của cần trục nổi nâng tải trọng P| = 2t, khi thanh nâng OA 
quay một góc 30° đạt đến vị trí thẳng đứng. Trọng lượng của cần trục P2 = 20t, chiều dài của 
thanh nâng OA = 8m. Bỏ qua sức càn của nước và trọng lượng thanh OA.

Đáp sô: 0,36m

II. CÁC ĐỊNH LÝ TỔNG QUÁT ĐỘNG Lực HỌC

19. Hai vụt nặng A và B có khối krone là ni| và m-> được nối với nhau bằng một sợi dày 
mềm. nhẹ và khòns giãn, và đươc đặt trẽn các mặt KL và KE của lăng trụ DEKL. Lăng tru có 

khối lưcme m3 được dặt trên nền ncanc nhan và cứng. Tim di chuyển của lăng trụ khi vật A 
trươr xuỏns theo mặt nghiêng KL một đ o a n  dài s, ban đđu hệ đứng yên.

- T , (m, cos60° + rrb ) 0Đáp sô: Lãng tru dich chuyên sane trái một đoạn A = — 1-----------------— s
m Ị + m 2  + m 3

20 Thanh đồng chất AB = 21 có đáu A tựa trên mặt ngang nhẩn. Xác định quỹ đạo 
chuvển đòng cúa khối tâm c và đáu B cùa thanh, nếu giả thiết lúc đầu thanh đứng yên.

2 2X" y"
Đáp sô: Điém c chuyên đỏne Irẻn đường Ov. Quỹ đạo cua B là elíp: — + - = 1

167



21. Một tấm đồng chất ABC có hình dạng là một tam giác vuông cân, cạnh huyền AB 
dài 12cm được đặt thẳng đứng tựa đỉnh A trên mặt phẳng ngang nhẵn không ma sát. 
Người ta thả cho tấm phẳng đổ xuống dưới tác dụng của trọng lực. Hãy xác định quỹ 
đạo của điểm M nằm chính giữa cạnh bên BC.

Chủ ỷ: Trong suốt thời gian chuyển động đỉnh A luôn luôn nằm trên mặt n g a n g

Đáp số'. Quỹ đạo là cung của elíp: 9(x -  2)2 + y2 = 90

22. Bánh bị động của ôtô lăn có trượt theo mặt đường nằm ngang dưới tác dụng của 
lực F biểu diễn như hình vẽ. Xác định quy luật chuyển động khối tâm của bánh xe nếu 

hệ sò ma sát trượt bằng f, còn F = 5fP, ở đây p là trọng lượng của bánh xe. Ở thời điểm 
đầu bánh xe đứng yên.

Đáp số: xc = 2gft2

Hình bài 22

M

Hình bài 23

23. Bánh xe chù động của ôtô lăn có trượt theo mặt đường nằm ngang dưới tác dụng của 
mômen quay tác dụng lên nó. Hãy xác định quy luật chuyển động khối tâm nếu hệ số ma 
sát trượt bằng f, ở thời điểm đầu bánh xe đứng yên.

Đáp số: xc =

24. Trên tấm D được đặt trên sàn nằm ngang nhẩn có 
đặt cơ cấu máy, các thanh được liên kết với nhau nhờ 
con trượt chữ thập c  đảm bảo cho thanh chuyển động 
tịnh tiến. Tay quay OA đồng chất dài /, khối lượng m 

quay quanh trục o  với vận tốc góc không đổi co. Khối 
lượng thanh AB bằng 4m, C011 trượt c  bằng 2m, khối 
lượng c ù a  các kết cấu khác còn lại bằng 20m. Ban đầu 
hệ đứng yên. Hãy xác định:

1) Quy luật dịch chuyến ngang của tấm D.

2) Ap lực N(t) của tấm D lên mặt sàn.

168



3) Tìm vận tốc góc quay tới hạn để tấm D bắt đầu "nhảy" trên sàn.

Đáp số: 1) S(t) = — (1 — coscot); 
6

2) N(t) = 27mg -  6,5 ma)2/sincot;

3) (0gh =
'54g
132/

25. Bèn trong ống trụ tròn khối lượng M bán kính R có quả

cầu A khối lirợns m. ố n g  trụ có thể chuyên động tịnh tiến theo
mặt phảns nằm ngang nhẵn. Xác định phương trình chuyển 

động của tàm ống trụ nêu ban đầu ự) = 0, vận tốc quả cẩu bằng 

v 0 còn ỏng nằm yên.

.. m(v0t-Rsin(p)
Đáp sò: s  = ----- -----1---------

M + m

26. Hãy xác định áp lực của máy bơm nước lên nền đất khi nó làm việc không tải.
Biết trọns lượng phần cô định của máy D và móng E của nó là P|. Trọng lượng tay quay

OA = a bằng P-N trọng lượng máns truơt B và píttông c  bằng P3, tay quay OA là thanh
đồng chất quay đều với vận tốc cóc co.

aco2
Đáp sô: N = Pị + P-, + P3 H-------(Po + 2P,)coscot

2g

H ình bai 26 Hình bài 27

27. Mót động cơ điện trọng lương p đật tự do trên móng nhẵn. Trên trục mô tơ gắn một 
thanh đòng chất hợp với phương năm ngang một góc 90°, thanh có chiều dài 21, nặng p. 
Đ á u  kia c ù a  t h a n h  g ắ n  m ộ t  q u à  c á u  t r ọ n g  lư ợ n g  ọ ,  v ậ n  tố c  g ó c  c ủ a  t r ụ c  q u a y  là co.

Hãy xác định:
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a) Chuyển động ngang của môtơ.

b) Áp lực lớn nhất của động cơ lên bulông khi bắt chặt động cơ vào móng máy băng 
các bulonu ây.

271/(P + 2Q) . , , V 271
Đáp sô: a) Dao động điều hòa với biên độ -----——T và chu ky —

P + P + Q

P + 2Q , 2
b) Ap lực lớn nhất của động cơ lên bulông: R = --------- /tứ •

g

28. Một quà lựu pháo trọng lượng 120N đang bay với vận tốc 15m/s thì nổ vỡ làm 2 
mảnh. Vận tốc của mảnh thứ nhất có trọng lượng 80N bay về hướng chuyển động với 

vận tốc là 25m/s. Xác định vận tốc của mảnh thứ 2.

Đáp số: 5m/s về hướng ngược chiều chuyển động của mảnh thứ nhất.

29. Nòng súng đại bác đặt nằm ngang trọng lượng 110 KN trọng lượng viên đạn bằng

540N. Vận tốc viên đạn lúc ra khỏi miệng súng v 0 = 900m/s. Xác định vận tốc giật lùi
cùa nòna súng ờ thời điểm viên đạn bay ra.

Đáp số: Vận tốc giật lùi của nòng súng là 4,42m/s, 
hướng ngược chiều với chuyển động của viên đạn.

30. Một chiếc xe con trọng lượng 2400N chuyên động thẳng đều với vận tốc 3,6km/h. 
Một nsười trọng lượng 50N nhảy lên bậc xuống theo phương vuông góc với chuyên 
độnc cùa xe. Xác định vận tốc của xe và người sau lúc đó.

Đáp số: V = 2,98m/s

31. Cho cơ hệ gồm vật nặng A có trọng lượng P| đặt trên mặt nghiêng của một lăng

trụ có trọng lượng P-,. Góc nghiêng của mặt lăng trụ 

với mặt nsang là a. Lăng trụ được đặt trên mặt ngang
nhẵn như trên hình vẽ. Ban đầu vật nặng nằm yên
tương đối trên lăng mặt lăng trụ, còn chính lăng trụ

trượt ngang sang phủi với vận tốc v 0. Sau đó cho vật Y7̂ 7777777777777777^ ^ 777-
A trượt xuống theo mặt nghiêng của lãng trụ với vận
tốc tương đối u = at. Tim vận tốc của lăng trụ. Hỉnh bài 31

Đáp số: V = V0 -
P. +P,

u cos a  .

32. Hãy xác định thành phần nằm ngang N của áp lực nước thêm lên gối tựa của khuỷu 
Ống có dường kính tl = 300mm, trong ống có nước chảy với vận tốc V = 2m/s.
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Đáp sô: N = 289 N.

33. Một người có khối lượnq m đi trên thuyền khối lượng 
M với vận tốc tương đối u. Xác định vận tốc thuyền theo 
thời gian, nếu coi lực cản của nước khòng đổi và bằng R.
Biết tại thời điểm đầu thuyền và người đứng yên.

rs - - w m u - R tĐủp sò: V = -----------
M + m Hình bài 32

34 Với các điếu kiện bài toán trên eià sử lúc đầu thuyền có vận tốc v 0. Hãy xác định 

sau bao làu thuyên có vẠn tốc bằng 0. Đò dài của thuyền L bằng bao nhiêu để bài toán 
có thế giái được với giá trị vận tốc u bàt k \ .

..... ,  , _ ( m  + M)V0 - m u  ^ ( m  + M )2^ 2
Đớn sò: t = -------- — ------- ; L > ------ —----—

R 4mR

35. Thuvền và người đang chuyến độns với vận tốc Vq, bỏ qua sức cản của nước. Xác 

định dịch chuyển s  của thuyền nêu ne ười đi trên thuyền với vận tốc tương đối không đổi 
u về phía mũi thuyền. Trọng lượnc cua nsười là p, của thuyền là G. Với giá trị nào của u 
thì thuvền khònc dịch chuyển.

c [V0(P + G ) - P J  j; u iu: V0(P + G)
Đáp sô: s  = -------------------- - thuyên không di chuyên khi u = — ----------

P - G  p

36. Nước cháy vào một đoạn ốns đối xứng với một v
mãt phans tháng đứng có tiết diên thay đổi với vận tốc 

v 0 = 2m/s làm thành một góc ơ.] = 90° với phương nằm 

nsana. tiết diện ống tại chỏ vào là 0.02m;. Vận tốc nước 

lúc ra khoi ống V |=  4m/s làm \ới phương nằm ngang 

sóc a- = 30°. Xác định thành phán phan lực ngang của 
thành Ốn2 tác dung lên dòng nước.

Đáp số .-F = 138.3N. Hình bài 36

37. Hãy xác định thành phán năm ngang cùa áp lực tia nước lên cánh cố định của 

tuabin. Biét lưu lượng thế tích nước là Q, trọng lưựng riêng là Ỵ, vận tốc nước độp vào 

cánh tuabin là Vị, vận tốc nưức chày ra là V, làm với phương nằm ngang một góc a.

Đáp số: N = -  Q( V, + cosa)  
g
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Hình bài 38 Hình bài 39

38. Tấm tròn đồng chất nằm ngang có bán kính R và khối lượng M có thể quay không 
ma sát quanh trục thẳng đứng AB. Trên mặt tấm cách trục AB một đoạn r có một người 
khối lượng m bắt đầu đi trên đường tròn bán kính r với vận tốc tương đối so với tấm là V. 
Hòi lúc đó tấm sẽ quay với vận tốc góc là bao nhiêu, biết rằng lúc đầu hệ đứng yên.

2mrv
Đáp số: co = -

2mr2 +M R 2

39. Một sợi dây vắt qua ròng rọc, khối lượng của nó có thể bỏ qua. Một người nắm 
vào dây tại điểm A, còn tại điểm B treo tải trọng cùng trọng lượng với người. Nếu người 
leo lên dày với vận tốc tương đối u, thì tải trọng sẽ chuyển động như thế nào?

Đúp sô: Tải trọng kéo lên theo dây với vận tốc V =  —

40. Ống CD nằm ngang có thể quay tự do quanh trục thẳng B 
đứng AB. Trong ống có quả cầu M nằm cách trục quay một đoạn 

MC = a. ơ  một thời điểm nào đó truyền cho ống vận tốc góc ban ( 

đầu CỪQ. Hãy xác định vận tốc góc co của ống tại thời điểm khi quả 
cầu rời khòi ống. Biết mômen quán tính của ống đối với trục quay 
bằng J, L là đỏ dài của ống, bỏ qua ma sát, xem quả cầu như chất 
điểm khối lượng m.

M
----- n-

D

Hình bài 40

- J + m a2Đáp sô: co = ------- T~w0
JmL

41. Xe con cùa cầu trục quay chuyến động với vận tốc tương đối không đổi V đối với 

tám với. Mótơ dùng đê quay cần cẩu, tạo ra mômen quay không đổi mQ trong suốt quá 

trình làm việc. Xác định vận tốc góc co của cần trục phụ thuộc vào khoảng cách X từ xe
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con đến trục quay AB, nếu trọng lượng của xe con cùng tải B 
trọng bằng p, J - mômen quán tính của cần trục (không kể xe 
con) đôi với trục quay. Cần trục bắt đầu quay ở thời điểm khi 

xe con cách trục quay AB một đoạn x0.

Đáp sô: co =
mr X - X f

T p  2J + — X
g

42. Vật nạng B khối lượng niị được nâng lên nhờ tời quay

của ưục quán dày có khối lượng m-. bán kính của nó là R,

chiều dài tay quay OA = /. Tay quay chịu tác dụng của lực G 
không đổi đặt vuông góc với tay quay. Tìm quy luật chuyển 
động của vật B và sức căng T của dày tời. Lúc đầu hệ đứng 
yên, coi trục tời là một trụ tròn đồns chất, bò qua khối lượng 
của dây và tay quay.

Đáp sô: s =
(G /-m !gR )t 
(m-, + 2ni) )R

:T =
mị(m-,gR + 2G/) 

(itb + 2 m 1)R

Hình bài 42
43. Một mô tơ điện chịu tác dụng cùa một ngẫu lực tổng 

hợp (phát động và cản) có mômen quay là M = a -  btn, trong đó a, b là các hằng số 

dương còn TU là vận tốc góc môtơ. Mòmen quán tính của rôto đối với trục quay hình học 

là J. Tim biểu thức vận tốc góc Ĩ3 ưong quá trình mở máy từ trạng thái đứng yên.

_ , , _  a
Đáp sô: w = — 

b

í

V

b > 
/ — e

J

44. Người ta dùng hãm tay để hãm một bánh 

xe bán kính R đang quay với vận tốc góc co0 như

hình vẽ. Tim lực p cần thiết phải tác dụng ở đầu 
tay hãm để bánh xe dừng hẳn sau thời gian T cho 
trước. Tim xem trong thời gian đó bánh xe còn 
quay thêm bao nhiêu vòng nữa? Hệ số ma sát 
trượt cùa má hãm là f, bỏ qua độ dầy má hãm.

n '  D _ K bĐáp sô : p = —
afRT

n =
471

45. Để hãm nhanh một vô lăng lớn người ta dùng hãm điện. Khi vô lăng chuyển động 
dòng điện cảm ứng gây nên một mômen hãm tác dụng vào vô lăng và có giá trị tỉ lệ với
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vận tốc V của điểm trên vành vô lăng M| = kv , trong đó k là hệ số tỉ lệ. Mômen cản do 

ma sát gày ra ở trục vô lăng bằng Mo coi như không đổi. Vô lăng có đường kính D, có 

mòmen quán tính đối với trục quay là J. Lúc bắt đầu hãm vỏ lăng có tốc độ góc co0. Hỏi 
sau bao làu thì vô lãng dừng hẳn chuyển động, bỏ qua tác dụng của trọng lực.

Đáp số: T =
2J
kD

1 +
kDíOn
2M,

46. Trẽn trục AB có gắn đúng tâm vô lăng c với mômen quán tính đối với trục quay J 
và trònc D bán kính R. Trên trống có quấn một sợi dây mảnh, đầu dây treo vật nặng p. 

Cho mòmen quán tính của trục AB và trống là J0. Bỏ qua ma sát ở ổ trục và trọng lượng 
dây treo.

a) Tìm gia tốc vật nặng.

b) Tìm mômen quán tính J của vô lăng c, nếu biết sau thời gian T vật rơi một đoạn h. 
Biết rằng ban đầu hệ đứng yên.

Đáp số: a) w = PR-

J + Jq +
PR-

b)J
p r 2t 2

2h J o -
PR-

Hình bài 46 Hình bài 47

47. Con lãn hình trụ có bán kính r = 30cm và nặng 3920N chuyên động được nhờ một 
người tác đóng lực p không đổi hướng dọc theo AO. Chiều dài AO = l,5m; chiều cao 
của A so với mặt phắng nằm ngang bằng l,2m. Bò qua ma sát ở ổ trục, hãy xác định lực 
p. biẽt r ă n g  với lực này sau khi đi được 2m người đó đã làm cho trục con lăn có vận tốc
80cm/s (lấv g = 980cm/s2).

Đáp số: p = 120N

48. Máy chuyến vật liệu chuycn động nhờ mômen không đổi M tác dụng lên puli B. 

Xác đinh vân tốc chuyên dộng của băng chuyền phụ thuộc vào góc quay (p của puli. Biết 
trọng lương cùa vật A dược nâng là p, các puli B  và c  có cùng trọng lượng Q, bán kính r
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và được xem là đĩa tròn đồng chất. Băng chuyển hợp với phương ngang một góc a  và 
trọng lượng của nó có thể bỏ qua, ngoài ra không có sự trượt giữa vật A so với băng và 
giữa băng so với các puli.

49. Một nsẫu lực có mỏmen qua\ M khòns đổi tác dụng lên tang của tời có bán kính 

bane R và có trọng lượng là P j: Quàn vào tang tời một sợi dày mềm nhẹ và không giãn 

rồi buòc đáu mút tự do cùa dày vật nạng A có trọng lượng P-, đê kéo nó lên theo mặt 
pháns nshièns có góc nghiênc là a  so với mặt phảng ngang. Hệ số ma sát trượt động 
giữa vật và mặt phảng nghiêng là f. Tans tời được xem là một trụ tròn đồng chất.

Tim biểu thức vận tốc góc của true tời hàm theo góc quay của nó.

Hình bài -ÍS Hình bài 49

50. Một sợi dây không eiãn khòng trọng ^
lươnơ đươc buộc vào điếm o  có định, đáu kia vắt 

qua rònc roc động Oị, rối vát qua rònc roc cò 

định 0 ; . cuối cùng buộc vào vát A khối lượng

m, chuvẽn động trên mật phăng nghiêng với 

phươns ngang một góc u.  Tai tám ròng rọc 0 |  

có treo vật B khối lượng ÍT1| hệ sỏ ma sát trươt
giữa vật A và mặt tựa bằng f. Các ròng rọc là các — Hình bài 50
đĩa tron dỏng chát bán kính r, khối lương 111.

Xác định vận tốc góc cùa ròng roc O, khi vặt A di chuyên một đoạn s.

Đáp số: 0)| = 2g
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Í.K

51. Thang kép ABC có khớp nối B dựng trên sàn nhẵn 
nằm ngang, chiều dài AB = BC = 21. Các trọng tâm nằm 
tại trung điểm I và K của các thanh, bán kính quán tính 

của mỗi thanh đối với trục đi qua trọng tâm bằng p.
Khoảng cách từ B đến sàn bằng h. Tại thời điểm nào đó A / / Ẽ  '  F
dây EF bị đứt và thang bắt đầu rơi. Bỏ qua ma sát ở khớp 777^7777777777777777^/777 
B. hãy xác định:

a) Vận tốc của điểm B khi nó va xuống sàn.

b) Vận tốc của điểm B khi nó cách sàn một đoạn h/2.

Hình bài 51

Đáp số: a) Vị = 21 gh
I2 + P 2

b) v 2 = i  |gh
16/ — h2

2(/2 V )

52. Con lắc Eliptíc gôm con trượt Mị khối lượng m, nằm trên mặt phẳng ngang nhẩn, 

và quả cầu nhỏ Mi cũng có khối lượng m nối với con trượt nhờ thanh AB. Thanh AB có 
chiều dài /, có thể quay quanh trục đi qua A. Tại thời điểm ban đầu thanh AB có vị trí 
nằm ngang và quay xuống không có vận tốc đầu. Xác định vận tốc góc của thanh tại thời 
điểm khi quả cầu ở vị trí thấp nhất. Bỏ qua khối lượng thanh AB và kích thước quả cầu.

Trả lời: Vân tốc góc của thanh (ũ = 2 J —

Mi

H ình bà i 52

s 'C o \
0-1 -V-

/777777777777777777777,

Hình bài 53

53. Trẽn mặt phẳng nằm ngang nhẵn đặt lăng trụ tam giác ABD có khối lượng m với 

góc a  = 30°. Hình trụ tròn đồng chất khối lượng m lăn không trượt dọc theo cạnh AB của 
lăng trụ. Xác định vận tốc tâm c  của hình trụ tại thời điểm khi nó hạ xuống độ cao h. Ban
đầu hệ nãm yên.

Đáp số: Vc = ^ ^
3

54. Mỏmen quay Mq = M0 -  aco trong đó M0, a  là các hằng số dương, co vận tốc góc 

của tay quay OOị, tác dụng lên tay quay OOị của cơ cấu hành tinh đặt trong mặt phẳng
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nằm ngang. Khối lượng tay quay bằng m, của bánh xe động băng M. Xem tay quay la 
thanh đồng chất, bánh xe động là đĩa tròn đồng chất bán kính r. Hãy xác đinh vận tôc 

góc của tay quay. Ở thời điểm đầu cả hệ đứng yên. Bán kính bánh xe cô định băng R, bổ 
qua lực cản.

55. Cơ càu hành tinh nằm trons mặt phảng nằm ngang, tay quay 0 0 ]  quay với vận 

tốc góc khòng đổi co0. Ở mót thời điểm nào đó tắt động cơ, dưới tác dụng của mômen 

cản Nlc cùa lực ma sát tác dụng lẽn true cùa bánh xe động, cả hệ sẽ dừng lại. Hãy xác 

định khoang thời gian hãm đó và sóc quay (p của tay quay quay được trong khoảng thời 
gian đó. Nếu tay quay là thanh đổne chất trọng lượng p, bánh xe động là đĩa tròn đồng 
chất bán kính r trọng lượng ọ, bán kính bánh xe cố định bằng R.

56. Bon thanh như nhau AB. BC. CD, DE dài /, khối lượng m được nối với nhau bằng các

H ình  bà i 54 H ình  bà i 55

_ , . rJT
Đáp sô: T = ——— G)n; cp = 

RMC °
1 rJT
2 RMC

bàn lề và được giữ cân bãng nhờ dây mềm BD 
trên mặt sàn nhẩn nằm ngang. Khi dãy bị đứt, 
các thanh bắt đầu hạ xuống. Hãy tính vận tóc cùa 
điểm B phụ thuộc vào độ cao h từ nó đến sàn, 

nếu tại thời điểm đầu độ cao nó bằng h0.

c

Hình bài 56
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III. NGUYÊN LÝ ĐALẢMBE

57. Vật A nặng p nối với ròng rọc o  nặng Q bán kính R nhờ một sợi dây. Ròng rọc 
đặt trên dầm DB vật A rơi xuống và mômen cản ở trục ròng rọc là M. Tim gia tốc vật A 
và áp lực động lực tại các gối D và B. Bỏ qua trọng lượng dầm DB.

n '  -  w  - 0  P R - M  Đáp sô: WA = 2g-
R (Ọ  + 2P)

; N D = ~ — + Q R W
14ag

QR -  4aP
A  ’ N B =  —  w *14ag

Hình bài 57 Hình bài 58

58. Vật A trọng lượng Pị trượt xuống mặt phẳng nghiêng. Vật A nối với vật B trọng 

lượna Pn nhờ sợi dây vắt qua ròng rọc c có trọng lượng không đáng kể. Hệ hai vật đặt trên 
lãng trụ ECH. Xác định thành phần áp lực ngang của lăng trụ lên mép E của nền.

Đáp số: N = Pị
p, sin  a  -  p ,

p . + p ,
-cos a

59. Trên một trục nằm ngang AB ta lắp hai thanh cùng chiều dài / vuông góc với trục

và nằm trons hai mặt phẳng vuông góc với nhau. Ớ 
đầu cuối mỗi thanh gắn các quá cầu D và E. khối 
lượng mỏi quá cầu là rn. Xác định áp lực động lực 
của true AB lèn các gối A và B khi trục quay đều 
với vận tóc góc không đổi (0; các thanh có vị trí như 
trẽn hình vẽ. Các quá cầu coi như chất điểm, khối 
lưcmg các thanh bò qua.

Đáp số: Na = N b = —^-m/co2

d Q
\ 2a

. a
' a , y 2a

h \ \

/

0 /  t i Vs\N
h- — --  --  -- — — — r  4  -  --  H

Hình bài 59

60. Một thanh mảnh đồng chất được gắn bằng bản lề vào một trục quay thẳng đứng 
tại o . OA = a, OB = b. Trục quay đều với vận tốc góc co, chốt bản lề nằm ngang. Bỏ qua 
ma sát. Tim hệ thức giữa tốc độ góc co và góc nghiêng (p giữa trục quay và thanh AB khi 
chuyến dỏng đã ổn định.

3g a - bĐáp sô: cos(p =
2co2 a2 - a b  + b2
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A

Ạ z

o

4-.
/

W

Hình bài 61 H ình bà i 62

61. Một thanh đổns chất trọng lượng p. dài / quay với vận tốc góc không đổi O) 
quanh trục thảns đứns, vuông góc với thanh đó và đi qua đầu mút của thanh. Hãy xác 
định sức cãns của thanh ờ thiết diện nằm nsans cách trục quay một đoạn a.

Đáp sô: E =

62. Một tấm hình chữ nhật đồns chất trọna lượng p quay đều quanh 

trục thảns đứns với vận tốc góc khòns đổi (0. Hãy xác định lực xé tấm 
theo hướng vuòng góc với trục quay trẽn tiết diện đi qua trục quay.

Paco2

p(/2-a2)Cừ

2g/

Đáp sô: s =
4g

63. Một đĩa tròn đồng chất, bán kính R, trọng lượng p quay quanh 

trục thẳng đứng nằm trên đườns kính với vận tốc góc không đổi (0. 
Hãv xác định lực xé đĩa theo đườns kính trùng với trục quay.

2PRCỪ2
Đ ú p  sỏ: s

37Ig

64. True thẳng đứng AB quay đéu với vận tốc góc (0. Thanh đồng 
chất OD chiều dài /, trọng lượng p. đầu o  gắn bàn lề vào trục, đầu D 
gắn với lò xo nằm ngang DK. Xác định lưc đàn hồi lò xo, phản lực tại 
A và B để giữ cho thanh OD nghiêng mót góc 45" với trục AB. Cho 
biết OB = 0,2/, OA = /.

Đáp sô: F = — 
2

/V2or
Yb =

pV2

12g
3g/or ị 3 - \ f ĩ j

Z A^ P y a = - ^ [ 3 g  + 7 2 /o r ]  
I2g

w ~
H ình bài 64
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65. Thanh đổng chất AB = /, khối lượng m, đầu A gắn bản lề với thanh ngang CA = a. 
Thanh AC gắn chặt với trục đang quay đều với vận tốc góc co. Đầu B của thanh AB gắn 
với lò xo BD, có chiều dài tự nhiên bằng a. Xác định độ cứng c của lò xo, để với vận tốc 
sóc đã cho thanh AB lệch với phương thẳng đứng một góc a. Lò xo coi như nằm ngang.

Đáp số: c = m
Cừ2 (3a + 2 / s i n a ) c o s a - 3 g s i n a  

3 /s in 2 a

66. Khối lãng trụ tam giác A trọng lượng P| được đặt sát chân tường, trên mặt 

Iishiêng của lăng trụ tạo góc a  với phương ngang có trụ tròn B đồng chất bán kính r 
trọng lượns P-, lăn không trượt xuống dưới. Hệ số ma sát lăn giữa A và B là k. Tìm gia 
tốc của trục c  của trụ B và phản lực của A vào tường và sàn. Hệ số ma sát trượt giữa A 
và B phải thoả mãn điều kiện gì để B lăn không trượt trên A.

r , 2g / , V . .  2P,cos(X/ . , V
Đ á p  sô: W. = —  ( r s i n a  -  k COS a ); N v = — £- --------- ( r s i n a - k c o s ac 3 r  V ì X 3 r  V ì

N y =p, +P2 -
2 P , s i n a ,  . , V . tga  2k
— ----- - r s i n a - k c o s a  ; f > - s — + —  

3r ’ 3 3r

Hình bài 66 Hình bài 67

67. Con lãn hình trụ hai tầng có bán kính R và r. Người ta cuốn quanh tầng nhỏ sợi 
dây rói kéo dây bằng một lực F có giá trị và phương không đổi. Khi đó con lăn chuyển 
đóng lãn khòng trượt trên mặt phẳng ngang. Biết con lăn có trọng lượng p và bán kính 
quán tính dối với trục của nó là p. Ban đầu con lăn đứng yên. Xác định quy luật chuyển
dỏng cùa true con lãn.

_ F R g ( R c o s a - g )  2
Dap sỏ: X =  -------V - :------ ——-t

2 (p : + R : )

68. Thanh đòng chất AO = / nặng p quay 
dươc quanh o  trong mặt pháng thẳng đứng. 
Tại thời điểm ban đầu, thanh AO ở vị trí nằm
ngang và tại dấu A có vận tốc V0. Khi thanh Hình bài 68
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quay đến vị trí thẳng đứng thì liên kết tại o  bị phá vỡ. Xác định quy đạo cua khôi tâm c  
trong chuyên động tiếp theo của thanh OA.

2gx2 1 
Đáp sô: y = — , —  + -  

v0 ~3g/ 2

69. Một thanh nặng đổng chất dài /. Đầu mút trên của 
nó được treo vào một trục nằm ngang o .  Đang nằm ở vị 
trí cân bằng thẳng đứng, thanh nhận được vận tốc góc

co0 = 3 ^ .  Sau khi quay được nửa vòng nó tách ra khỏi

trục o  . Xác định quỹ đạo trọng tâm và vận tốc góc quay 
co của thanh trone chuyển động tiếp theo cũa nó.

I I I I I I
■' AA o

Đáp sô': Parabol: V- = —-  — x,: ;
2 3/

Hình bài 69

co =

70. Một thanh đồrm chất AB có trọng lượng p được 
treo vào điểm o  nhờ hai dây có chiểu dài bằng nhau và 
bằna độ dài của thanh. Xác định sức càng của một trong 
hai nhánh dày tại thời điểm nhánh kia bị đứt.

Đáp sô: T = 0 ,286P

71. Một thanh mảnh đồng chất có chiểu dài 21 và trọng 
lượnơ p nầm trên hai gối đỡ A và B. Trong tàm c  của 

thanh nằm cách đều hai gối đỡ: CA = CB = a. Áp lực tĩnh 
trẽn mỏi gối đỡ bằng P/2. Tìm sư thav đổi áp lực trẽn gối 
đỡ A tại thời điểm khi gối đỡ B bị rcri tức thời.

~zs~ ■7T
Hình bài 71

/2 - 3 a 2
Đáp sô: Đỏ biến thiên cùa áp lưc tai gối đỡ A băng --------- —T-

2Ự + 3a j

72. Trụ tròn đồng chất bán kính R khối lượng m nằm 
yên trong mặt phẳng nằm ngang không nhẩn, chịu tác 

dụng cùa lực Q và mómen M có giá trị bằng: 

Ọ(t) = 0 , 12mg(t+l); M(t) = 0,24mgR(t: + t). Hệ số ma 
sát trươt bằng f = 0,14. Bỏ qua ma sát lăn. Hãy xác định 

thời điểm t| thay đổi chiều tác dụng cùa lưc ma sát trượt 

và thời điếm t2 vật bắt đầu chuyển động lãn có trượt.

Đáp số: t, = 0,25s; t2 = 0,75s Hình bài 72
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73. Trục c  của trụ tròn đổng chất bán kính r nằm ở vị trí thấp nhất bên trong ống trụ 

nằm ngang có bán kính R được truyền vận tốc ban đầu V0 có giá trị bằng

v0 = J j ( R - r ) g .  Hãy xác định vị trí góc ọ  tới hạn để con lăn còn chuyển động lăn

không trượt bên trong ống trụ nếu hệ số ma sát trượt f = —. Bỏ qua ma sát lăn.

Đáp số', (p = 45°

Hình bài 73 Hình bài 74

74. Thanh đồng chất AB dài a đặt trong mặt phẳng đứng hợp với phương ngang một 

góc cp0, đầu A tựa trên tường đứng nhẵn, đầu B tựa trên sàn ngang nhẵn, sau đó cho 
thanh chuyển động không vận tốc ban đầu.

1) Xác định vận tốc góc, gia tốc góc của thanh.

2) Tim giá trị góc (Pj - góc hợp giữa thanh và sàn ngang mà tại đó thanh bắt đầu rời 
khỏi tường đứng.

Đáp số: 1) (ị) = , —  (sin(p0 -sincp) ; ộ  = -^-coscp 
V a  2a

2) sincpj = — sin(p0

IV. NGUYÊN LÝ DI CHUYEN k h ả  d ĩ

75. Xác định mối liên hệ giữa cường độ của các lực P và Q trong máy ép dạng nêm

như hình vẽ. Lực p tác dụng vào đầu mút tay quay và hướng vuông góc với mặt phẳng, 
chứa đường tâm của trục vít và tay quay. Bước của trục vít là h, góc đỉnh nêm là a, 
chiều dài tay quay bằng a. Bỏ qua ma sát.

2naĐáp số: Q = p
htga
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76. Palãns gồm có ròns rọc cô định A và n ròng rọc động. Khi hộ ở trạng thái cân 
bằng, hãy xác định tỷ số giữa tải trọns được nâng Q và lực p đặt vào đầu dây vắt qua 
ròns rọc cò định A.

Đáp số: ậ  = 2n 
p

Hình bài 76

77. Cho hộ cơ cấu máy kích như hình vẽ chuyển động của tay quay OA, qua các bánh 
răng 1,2,3,4,5 được truyền sang thanh khía của kích. Tìm lực p cần đặt vuông góc với 
tay quay tai đầu mút của nó đé khi kích cân băng thì lực nâng của nó bằng 4710N. Bán 

kính các bánh răng là: r, = 3cm. r-, = 12cm, r3 = 4cm, r4 = 16cm, r5 = 3cm. Chiều dài tay 
quay R = 18cm.

Đáp sổ: P = Q ^ ^ -  = 49N
r2r4R

78. Cho cơ cấu tay quay thanh truyén nằm trong mặt phẳng thẳng đứng. Xác định 
mỏmen quay M tác dụng lên tay quay khi tay quay nghiêng với phương ngang một góc
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a  để cân bằng tổng áp lực hơi lên xilanh F. Tay quay và thanh truyền coi như những 
thanh đồng chất cùng chiều dài / và cùng trọng lượng p. Bỏ qua ma sát.

Đáp số: M = / (2F sin (p -  p COS cp)

\

Hình bài 78

79. Tìm các trọng lượng P| và p9 của hai vật được giữ cân bằng trên các mặt phẳng 

nshiêng với mặt phẳng nằm ngang một góc a  và p nhờ vật p. Các vật có trọng lượng Pị 

và được buộc vào hai đầu một sợi dây mảnh nhẹ, không giãn.

Bò qua khối lượng của các ròng rọc và ma sát.

Đáp số: Pj = —  —  ; p2 = —í —  
2 sin a  2 sinp

Hình bài 79 Hình bài 80

80. Cho cơ hệ được biểu diễn như hình vẽ. Dây mềm, mảnh, nhẹ và không giãn được 
buỏc vào vặt A vòng qua ròng rọc cố định c, ròng rọc động D, ròng rọc cố định E, cuối 
cùng đươc buộc vào vật nặng B. Tại trục ròng rọc động D có treo vật K có trọng lượng Q 
cho biét hai vật A, B có cùng trọng lượng p. Xác định p theo Q và xác định hệ sô ma sát 
trượt f giữa vật A và mặt phẳng ngang đê hệ cân bằng.

Đáp số: p = — ; f = 1
2
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3A
J n

í c í ' ĩ

ị------5-------- / b - 4

Hình bài 81

tại A và B. Cho / = 2m, a = 2m, b = lm, 
q = 4 ,9 .103N/m. Bỏ qua trọng lượng của các dầm.

Đáp sô: XA = 0; YA = 0.36.104N;

M A = 0 ,7 3 . 104N m  ; Ng = 11. 10'N.

82. Một dầm ghép AD và CD nằm trên 3 gối tựa. Trên dầm tác dụng các lực thẳng 

đứng có trị sổ Pị = 20KN; P->= 60KN; p, = 30KN. Kích thước cho trên hình vẽ. Xác 
định phàn lực các gối tựa A. B, c. Bò qua trọng lượng của các dầm.

Đáp số: Ra = 10KN; RB = 105 KN; Rc = - 5KN.

p, P:

A D T B

& \\\\\\\\\\
\\\\\\\\\\ 

a T  2a 2a

Hình bài 82

83. Cho hệ dầm chịu lực như hình vẽ. Tìm phản lực ở gối tựa c  và ngàm A. Các kích 
thước như trẽn hình vẽ. Bỏ qua ma sát và trọng lượng của các dầm.

Đáp số: Rc = —; X A = 0 :  YA = Q  + - ;  M A = a (p  + ọ ) .  Trong đó: Q = 2qa.

m
Z E

Hình bài 83

c
T)

Ả
4

JJI

Hình bài 84

l

p,

\\\\\\\\\\

84. Khung chịu lực như hình vẽ đang ờ trạng thái cân bằng. Xác định phản lực tại A
và B. Bo qua ma sát và trọng lượng của khung.

**/> -  N .  = M ; XA = p2 ; YA = p, -  M : M A = p ,. -
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85. Dầm hai nhịp như hình vẽ đang ở trạng 
thái cân bằng. Xác định phản lực tại A và D. 
Bò qua ma sát và trọng lượng của các dầm.

Đáp số: X A = F c o s a ;M A = F a s i n a ;

F s in a  VT F s in a  
Y. = i N n = — —— 

A 2 2

86. Cho cơ cấu máy ép như hình vẽ. Ngẫu 
lực tác dụng lên vô lăng có mômen bằng M. 
Nhờ trục vít được cắt ren ngược chiều mà các 
con chạy B và c  đồng thời tiến gần hoặc lùi 

xa nhau. Ở vị trí cơ cấu mà BD và OD tạo với 

đường thảng đứng lần lượt góc \ự và a ,  xác 
định lực s  tác dụng vào vật chịu ép. Cho biết 
bước của trục vít là h. Bỏ qua ma sát và trọng 
lượng cùa các chi tiết.

r * c  _ 7rsin(ct + Vị/) MĐáp sô: o = ------ —-------—
siniị/cosoc h

87. Trong cơ cấu cần lắc khi tay quay o c  
lắc quanh trục nằm ngang o  con trượt A di 
chuyển dọc tay quay o c  và truyền chuyển 
động cho thanh AB theo hướng thẳng đứng K. 
Cho các kích thước như sau: o c  = R; OK = /. 
Tìm lực Q cần thiết đặt thẳng góc với tay 
quay o c  tại điểm c  đê cơ cấu cân bằng khi 
có lực p tác dụng lên thanh AB tại B và phản 
lực tại rãnh trượt K.

Đáp số: Q = -  P /2 ;
R cos“ cp

V IV _ Q R sin2ọxk =Ptg(p = ̂ p L ;

M k = QR sin2 cp

88. Mót máy ép gồm bốn thanh nối với 
nhau báng các bản lề như hình vẽ. Gọi p là 
phản lưc vật chịu ép tác dụng lên bàn ép c.

Hình bài 85

p

Hình bải 87

Hình bài 86

H ình bà i 88
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Tại D và E có hai lực tác dụng Q| = —Q t = Q tai vị trí mà các góc a ,  p đã xác đinh. Tìm 

mối quan hệ giữa p và Q.
20

Đáp sô: p = ------- — -------
c o tg P -co tg a

V. NGUYÊN LÝ ĐALẢMBE - LAGRẢNG

89. Thanh DE có trọng lượns là Q tựa trên ba con lăn như nhau và có cùng trọng

lượng là p. Thanh chịu tác dụng lực ngang F hướng về bên phải. Coi như không xảy ra 
hiện tượng trượt giữa thanh và các COI1 lãn cũng như giữa con lăn và nền ngang. Tìm gia 
tốc của thanh DE. Coi các C0I1 lãn như những khối trụ đổng chất. Bỏ qua ma sát lăn.

U í_ 8ẽFĐáp sô: w  = ——=——- 
8Q + 9P

90. Một sợi dày nhẹ, khònc giãn, một đầu buộc vào vật A, sau đó vắt qua ròng rọc B 
cò định, ròns rọc độns c ,  ròns rọc cò định D và buộc vào vật E có thể trượt trên mặt 
phảng nằm nsans. Vật K được treo vào tâm ròng rọc động c, có trọng lượng ọ. Hệ số 
ma sát siữa vật E và mặt phẳng nsaiia là f. Ban đầu cơ hệ đứng yên. Xác định điều kiện 
để vật K có thè tụt xuống. Tìm sia tòc của vật K, bỏ qua khối lượng của các ròng rọc và 
sự trượt siữa dày và ròng rọc.

Q - P ( l  + f) 
Đáp sô :Q > p( l  + f ); w  = g v '

1 v 1 Q + 2P

91. Hai vật A và B có trọng lương bằng nhau và bằng Q chuyển động dọc hai mặt 
phằng n g h i ê n g  với mật phẳng ngang các góc a  và p. Một dây nhẹ, không giãn có một 
đầu đươc buộc vào vật A sau đó được vắt qua ròng rọc cô định o ,  choàng qua ròng rọc 
đóng K rồi vắt lần nữa qua ròng rọc cô định, nối vào vật B. Một vật c  có trọng lượng p 
được treo vào tâm của ròng rọc K. Bỏ qua ma sát và khối lượng của các ròng rọc. Tim 
gia tốc w  của vật c.

P - Q ( s i n a  + sinị3)
Đáp số: w  = g --------------- —------- —-------

1 B P + 2 Q
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92. Lăng trụ A trọng lượng p trượt theo mặt nghiêng của lãng trụ B trọng lượng Q- 
Mặt nghiêng này họp với phương ngang một góc a . Hãy xác định gia tốc của lăng trụ B. 
Bỏ qua ma sát giữa lăng trụ B và mặt phẳng nằm ngang.

Đáp số: w  =
g P s i n  2 a  

2 ^Q +  P s i n 2 a j

Hình bài 92 Hình bài 93

93. Tấm khối lượng rri| nằm trên mặt phẳng ngang trên tấm lại có một trụ mỏng khối 

lượng m-> lăn không trượt. Xác định gia tốc Wị của tấm và gia tốc w 2 của tâm trụ mỏng, 

nếu trên tấm có lực F tác dụng như hình vẽ.

2F F
Đáp số'. w, =

2m, + m-
w„ =■

2m, + m-

94. Hai hình trụ có cùng bán kính R được quấn dây và vắt qua ròng rọc lý tưởng. 

Khối lượng của hình trụ thứ nhất là m j và phân bố đều trên vành. Hình trụ thứ hai đặc 

đồng chất có khối lượng m-,. Hình trụ thứ nhất lăn 
không trượt trên mặt phẳng ngang, hình trụ thứ hai 
thả rơi thẳng đứng.

Xác định gia tốc trục, gia tốc góc của mỗi hình
trụ và lực căng cùa dây.

2 (m, + m 2)g
Đủ Ị) só: W, = m2g

3m J +2m-, 

m 2g

, w 2 =-

Eo =

3rri| + 2iTb 

2m,g T =
iri|in2g

3m, +2m-R(3ml +2rriT) R(3m 1+2mT)

95. Cho một máy sàng, được mô hình là một thanh cứng AB đổng chất, khối lượng 

m0, dươc treo nhờ hai thanh mảnh cứng, cùng chiều dài L, bỏ qua khối lượng.

Thanh OM, chiểu dài e, bỏ qua khối lượng, đầu mút của nó gắn chặt điểm M, có khối 
lượng m, quay đều quanh o  với vận tốc góc O)0, (OA = OB). Bỏ qua ma sát tại các ổ trục 
quay. Cơ hệ chuyến dộng trong mặt phẳng thẳng đứng.
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1. Lập phương trình vi phàn chuyển động của cơ hệ theo cp là góc nghiêng cua thanh 
treo so với phương thẳng đứng. (DC = AB).

2. Kháo sát dao động bé của sàng AB, trong trường 
họp khòno cộne hưởng với điều kiện đầu ọ (0) = 0 ; 
ộ  (0 ) = 0 khi lấy sin cp = (p,coscp = 1.

Đáp sô:

1. (m0 + m)Lcp + mecỨQsin((p-G)0t) = H,m0 + m)gsin(p

2. ọ  =  - H(0ọ
Q ( Q :  -  (O n)

sinQt +
H

Q : -  cOq
— sin cont

*) 2
Đè khòns có hiện tượng cộng hưonc thì (On * Q" = —.*- c* c* I' Ị

96. Lập phươnq trình vi phàn chuyển đòng của con lắc toán học có khối lượng m, 
được treo vào đầu tự do của một dày đàn hồi có độ dài khi cân bằng ]à / và có độ cứng 
đàn hồi là c.

— \ °Đớp sô: (1 + z ) ộ  + 2zộ + — sin ọ  = 0

z - ( l  + z ) ộ 2 + — Z + —(1 -coscp) = 0

trons đó: (p - góc lệch của dâv treo đối với phưomg thẳng đứng;

z - độ dãn tương đối của dây so với chiều dài khi cân bằng.

Trong điều kiện dao đóng nho. phương trình chuyển động của con 
lắc đươc viết như sau: Hình bài 96

A sin l— t + a  
m

(
; o = Bsin -t + p

tronơ đó: A, B, a ,  p phụ thuóc vào điều kiện đầu của chuyển động.

97. Xác định chuyến động cua hê gồm hai khôi lượng m |,  rrb có thể chuyển động 
tịnh tiến doc thanh nhẩn năm ngang Ox. Các khối lượng được nối với nhau nhờ một lò 
xo có đò cứng c. Khoảng cách piữa hai khối tâm của _

• "  m  1 2hai khối lương khi lò xo khóng làm việc là /. Trạng o  I I. ^  ^1 I  ̂ X
thái đầu cùa vật dược xác định báng giá trị cùa vận x  I Ị V  V  V I 

t ố c  v à  t ọ a  đ ộ  k h ố i  t â m  c ủ a  v ậ t  k h i  t =  0 ;  X, =  0 ;  *2

X , =  U r . ; Xt =  1 Ị X t =  0 .
1 Hình bài 97
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r-v'   ̂ /  r n  2 U/1 1 ĨT1| Ua . I \Đáp sô: X, = ----- ------ ( iT ì|U0 t + ...  u sinkt); x0 - l = ----- ------(m,u0t ------ ^ s i n k t )  ;
ni| + m 2 k m j+ m 2 k

k = c
v m l n l 2 )

98. Một thanh mảnh đồng chất AB có trọng lượng p và độ dài 
2/, đầu A trượt theo đường thẳng đứng, còn đầu B trượt trong mặt 
phẳng nsang. Thành lập phương trình vi phân chuyển động của 
thanh và tìm các tích phân đầu của chuyên động.

Đáp số: Phương trình vi phân chuyển động.

• 1 3 g " 2
c p - 0  s in  (p COS cp =  — — s i n c p v à  9  s in  cp +  2 9 c p s i n ( p c o s ( p  =  0

4 1 Hình bài 98
trong đó: cp - góc nghiêng giữa thanh với đường thẳng đứng;

0 - góc giữa hình chiếu của thanh trên mặt phẳng ngang với trục Ox.

Các tích phân đầu: 9 sin2 cp = C j ;

ộ2 + ò2 sin2 cp + — — cosọ = Ct . Với Cị và c ,  là các hằng số tích phân.

99. Một dầm có tiết diện vuông, khối lương M bị 
khoét một lỗ hình trụ bán kính R được nối với thành cố 
định nhờ một lò xo có độ cứng c và có thể trượt không 
ma sát dọc theo phương ngang. Dọc theo bề mặt của lỗ 
lăn khòng trượt một hình trụ đồng chất khối lượng m, 
bán kính r (r < R). Thành lập phương trình vi phân 
chuyển động cùa hệ.

A A M A

/777777777777777///y//////////////////7///7777 

H ì n h  bài 99

Đáp sô: (M + m )x + m (R -r)co s(p cp -m (R -r)s in cp cp 2 + C X  = 0

3  T
— m ( R - r ) ộ  + m (R  -  r)cos(px + m g(R  -  r)sincp = 0

trong đó: X - hoành độ của trọng tâm dầm;

ọ - góc giữa đoạn thẳng nối tâm của lỗ và tâm của trụ với đường thẳng đứng.

100. Một dám có khối lượng M được nối với các tường cố định nhờ các lò xo độ 
cứng như nhau c, có thê trượt không ma sát dọc sàn ngang. Một vật có khối lượng m 
dươc buỏc vào đầu dây và dược treo vào khối tâm của dầm. Dây được xem là mảnh và 
khóng giãn. Thành lập phương trình vi phân chuyên động của hệ.
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Hình bài 100

Đáp sô: (M + m)x + m /coscpcp -  m/ sin cpcp2 + 2cx = 0 

/ộ + cos cp.x + g sin (p = 0

t r o n g  đó: X - h o à n h  đ ộ  k h ố i  t â m  c ủ a  d ầ m ;  (p -  g ó c  

lệch của sợi dày đối với phương thẳng dime.

101. Xe A có khối lirợns m chuyển động thẳng theo 
phương ngang. Một chất điểm B có khối lượng m 
chuyến độns trong ống có bán kính R. Bo qua ma sát 
trong ống, khối lượns các bánh xe và ma sát lãn. Thiết 
lập phirons trình vi phàn chuyên động của cơ hộ theo 
các tọa độ suy rộng s và ọ.

Tìm các tích phân đầu. Cho biết ban đầu hộ đứng 

yên và chất điểm ở tại vị trí B0.

Đáp sỏ: Phương trình vi phàn chuyển động:

(M  +  m )s  -  m R  COScp.cp = - m R  sin (p.(ịr -SCOScp +  R .ộ  =  g  sin (p

Các tích phàn đầu:

Tích phàn xycơlic:(M + m)s-mRcos(p.cp = C 1

Tích phân năng lượng: —(M + m)s2 + —m R 2(ị)2 -m R co s(p .sộ -m g R (/-co s(p )  = Ct

Hình bài 101
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MỘT SỐ BÀI TẬP CHỌN LỌC

Bài 1. Tn.1 tròn đặc đồng chất khôi lượng m lăn không trượt trên mặt trụ từ vị trí được xác 
định bời góc cp0. Xác định áp lực pháp tuyến của trụ tròn lên mặt trụ cố định như hàm của 
sóc (p, nếu ban đầu trụ nằm yên. Bỏ qua ma sát lăn. Tìm quy luật chuyển động của trụ khi (p 

nhò (Khi ọ  nhỏ lấy sin ọ  » ọ).

Bài 2. Ròng rọc B có trọng lượng Q bán kính R có thể quay quanh trục nằm ngang o. 
Một dày khòng giãn không trọng lượng vắt qua ròng rọc, một đầu dây kéo vật nặng A 
trọna lượns p nằm trên mặt nghiêng góc a  so với phương ngang của lăng trụ D trọng lượng G 
cố định bới 2Ờ chắn E. Đầu kia cùa dây buộc vào khối tâm c  của con lăn đổng chất có cùng 
trong lươna Q và bán kính R. Các nhánh dây song song với các mặt tương ứng. Cho hệ 
số ma sát trượt giữa lăng trụ với các vật trên chúng là f và hệ số ma sát lăn là k.

Bo qua ma sát ờ các ổ trục. Con lăn và ròng rọc xem như là những đĩa tròn đổng chất. 
Giả thiết con lăn chuyên động lăn không trượt.

1. Xác định vận tốc A khi nó dịch chuyển trên mặt nghiêng được đoạn s  và tìm gia 
tốc cùa vật. Với điểu kiện nào thì vật A dịch chuyển xuống. Ban đầu cả hệ nằm yên.

2. Xác định áp lực của lăng trụ lên mặt ngang và lên gờ E và tìm sức căng trong các 
nhánh dáv cũng như phán lực ở trục ròng rọc.

3. Gia sừ sau khi A dịch chuyển được đoạn s  nói trên thì dây đứt. Tìm đoạn đường 
mà khối tàm c  cùa con lăn đi được trong hai trường hợp:

a) Con lăn vẫn tiếp tục chuyên động lăn không trượt. Lúc này hệ số ma sát trượt f 
phai thoa mãn điều kiện gì?

bj Điéu kiện về lăn không trượt không thỏa mãn.

4. Gia sử không có gờ E trên mặt ngang và lăng trụ dịch chuyên tự do trên mặt ngang 
nhẩn. Xác định dịch chuyến của lăng trụ khi vật A dịch chuyên xuống trên mặt nghiêng một
đoan  s.

3 ( R - r )
2 g

Hình bài 1 Hỉnh bài 2
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Đáp số: 1) VA =

k
2g[P(sin a  -  f cos a )  -  ^  Q]S

R____
P + 2Q

WA = g
P(sina  - f  COS a ) - —- ọ  

R
P + 2Q

RỌ < — P(sin a  -  f cos a); 
k

2) Ty = p (sin a  - f  c o s a ) - -
w .

ể

Xo = T A( l - c o s a ) - ^ - W A;
' a

\v
N d = (P + 2Q + G ) - P —— sin a

^  e  _ 3 R V Ẩ 2 k3) a. s, = — - A ;  f > - 3 -
1 4k g 3R

_ P cos«  + Q s 
P + 2Q + G

Tb = T - ^ W a ;
2g

Y0 = Q + Ta sin a ;

w
N e = (P co sa  + Q )—— 

g

b. s, = %  f < “  
2fg 3R

Bài 3. Con lắc toán học đươc đặt trèn một xe con chuyên động theo phương 
naans. Trục quay của con lấc vuỏne sóc với phương chuyển động của xe để con lắc có 
thể dao độns trong mặt phẳne thảns đứng Oxy. Thời điểm đầu con lắc ở vị trí thấp nhất 
và có vận tốc góc là co0.

71
a) Chiếc xe con phải chuyên đòns với vân tốc V(t) như thế nào đế khi 0 < t < —— con

2(00

lắc quay quanh đ i ể m  treo với vận tóc sóc không đổi.

b) Hãy xác định lực F  cần đặt vào xe theo phương ngang để thực hiện chuyển động 
đó. nếu cho khối lư ợng của xe là M. khối lương cùa con lắc là m.

Ọ 2 •
Đáp sô: a) V(t) = V0 + —  In COSOJJ ; b) I F 1= (M  + m)gtgíoữt + ml(ứữ s in ũ)0t

ù),

Hình bài 4H ình bài 3
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Bài 4. Thanh đồng chất AB có trọng lượng p  dài 2L, nằm trong mặt phẳng thẳng đứng có 
đầu A và B trượt không ma sát dọc theo trục y và trục X. Vật c  có trọng lượng Q được nối với 
đầu B bằng một sợi dây không giãn không trọng lượng. Vật c  trượt trên mặt phẳng ngang 
dọc theo trục X với hệ số ma sát trượt động f. Ban đầu thanh AB tạo với trục y một góc (po và 

cho rơi không vận tốc ban đầu. Xác định vận tốc góc và gia tốc góc của thanh theo góc (p.

SgỊ/^cos ọồ -  COS <p) + 2Qf (sin (pữ -  sin ọ)\
Đáp sô: Cú =

2L(P + 3ỘCOS2 ẹ)

3 g Ps i n<p- 2Qf  COSỌ +

£ =

2QLũ)1 s in  ộ? COS ẹ

s
4Z,(/> + 3ộcos  ệ)

Bài 5. Khung hình vuông, gồm 4 thanh đổng chất cùng độ dài L, khối lượng mỗi 
t h a n h  l à  m ,  g ắ n  c h ặ t  v ớ i  nhau v à  c ó  t h ể  q u a y  t r ơ n  q u a n h  t r ụ c  c ố  đ ị n h  n ằ m  n g a n g  q u a  o  

vuòns góc với mặt phẳng khung. Tại o  gắn một lò xo xoắn với độ cứng c = const có mô 
men xoắn M = -ccp. Lò xo không làm việc khi đỉnh B ở vị trí thấp nhất. Ban đầu B ở vị 
trí thấp nhất và được truyền một vận tốc V0 nằm ngang.

1. Tim vận tốc góc và gia tốc góc của khung là hàm của góc cp lập giữa OB và 
phương thẳng đứng.

2. Tim giá trị V0 để OB có thể đạt tới vị trí nằm ngang về bên phải.

3. Xác định áp lực của trục quay lên khung theo góc (p và tính giá trị đó khi (Ọ n

Đáp số:

1) ỡ  = ±.
I v02 6V2g 3c 2
— V ------- ------(1 -  COS ( ộ ) -------- —— -  (p

2L 5 L \0mL

E — —
3yfĩg  3 c

Sinộ9 + —— J (p
5 L 10 m ư

2

20 m
2) V 2 > ì 2 g L I 3c7ĩ

° 5 20n

3) R x = 4m ^^-(cos(pộ-sinq>cp2) ;

Ln/2 .. 2
R, = - 4 m —-— (sinọcp + cosọcp ) -4 m g

n
Khi (p = — ta có: Rt - 2  

2

(  V 2 y 0 I2V2 3 c n 1
L 5 s  20 mL

Hình bài 5

Ry => 10 L
mg

D
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Bài 6. Thanh AB đổng chất tiết diện ngang không đổi, dài 2a, khối lượng m được đặt 
trong đường tròn nhẵn, có trục nằm ngang qua o  cố định. Góc AOB vuông góc tại o. 
Trường hợp đường ưòn đứng yên.

1) Tính vận tốc góc ộ  và gia tốc góc ệ  cùa thanh, biết rằng tại thời điểm đầu t0 = 0,

p (°)  = T  ’ p (°)  = °- 4

2) Xác định phản lực tại A, tính giá trị của nó khi (p
n

3) Giả sử đưcmg tròn quay đều quanh trục nằm ngang của 
nó với vận tốc góc G)0. Tính vận tốc sóc tuyệt đối, gia tốc góc 
tuyệt đỏi của thanh. Khảo sát vị trí cân bằng tương đối của 
nó, xác định phản lực tại A.

Đáp sò: 1) ộ  = ± I—
1 2 a

sin ọ -
-  _ 3g
(p = —  cos<p . 

4 a
Hình bài 6

2) N a = -p ( ỉ0 y Ỉ 2  sin ợ -  V2 c o s ^ - ó ) .
8

3 )C l  = ã 0 ± M
2 a

sin ọ  -  - — 
V 2

- - T k - ì g£ = (p = — cosẹ-, 
4 a

5 p  • 1 p  3 V 2— P s \ n ọ -  — Pcos(ữ-----  — p
2 4 2

+ m acoị ± 2 a a i s i n ® - - —
2 y

Lấy dấu (+) khi góc cp tãng dần, lấy dấu (-) khi góc (p giảm dần.

Bài 7. Xe bốn bánh, trọng lượng thân xe bằng Q, các bánh xem như trụ tròn đồng 
chất bán kính r, mỗi bánh trọng lượng p. Mômen chủ động đặt vào trục sau có độ lớn

M = const. Tổng hợp lực cản ngoài F = - a v c ó  đường tác dụng đi qua trọng tâm c , còn 

hệ số tý lệ a  là hằng số đươc cho từ thực nghiệm, V l à  vận tốc khối tâm thùng xe. Xe 
đang chạy vợi vân tốc khóng đổi trên đường thẳng nằm ngang và sau đó leo lên dốc có 
độ dốc [3 theo đường dốc chính.

a) Tính vận tốc khi xe chạy có vận tốc không đổi trên đoạn đường thẳng.

b) Tim biểu thức của vận tốc, gia tốc tại mọi thời điểm bất kỳ khi xe trên mặt dốc.

c) Tim điều kiện của mómen M để xe vượt được dốc có độ dài tuỳ ý.

d; Tìm áp lực của hai bánh xe sau lên mặt đường dốc khi xe đã đi trên đoạn đường 
này với thời gian đủ lớn.
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e) Tính lực ma sát trượt giữa đường dốc và 
các bánh sau, khi thời gian đủ lớn, tìm điều 
kiện để các bánh sau lăn không trượt. (Bỏ 
qua ma sát lăn và ma sát ở các ổ trục, các 
kích thước cho trên hình vẽ).

Đáp sô:

a)
a r

Hình bài 7

-  M Q + 4P • Rb) V = — + — ------sin (3
a r  a

exp
ga

w  = _ g (Q  + 4P)
Q + 6P

c ) M >  r(Q + 4P) sinp. 

1

sin Pexp< -

Q + 6P

ga 
Q + 6P

-t - 1

d) N a = --------|ọ(hsinị3  + b c0sp) + 2 p [(a  + b)c0sp + 2rsinp  + a v * h ] } .
a + b

e) = aV *+ (Q  + 4P)sinp;

(a + b)[aV* + (Q + 4P)sinp]

Q(h sin p + bcosP) + 2p[(a  + b)cos|3 + 2r sin Ị3 + aV*h] 

M. _ ! V .  Q + 4P .
V = — ----------- sin [3

a r  a

r ố

Bài 8 . Máy ủi đất có sơ đồ như hình 1. Bánh 
xe là một đĩa tròn đồng chất, có bán kính R, có 
khối lương m,, chịu tác dụng của ngẫu lực có 
mỏmen khòng đổi M, lãn không trượt theo 
đường ngang cỏ định. Đầu ủi có khối lượng m2, /7777̂ 7̂777777777777777777̂ 777777

khối tâm c  chuyển động theo phương ngang, hệ Hỉnh bà ' 8
số ma sát trượt đóng f và tiếp xúc với đường tại
điểm D cách c  theo phương ngang một khoảng cách d<fR. Thanh nối tâm bánh xe và 
đầu ùi đươc xem là cứng tuyệt đối và khối lượng được bỏ qua. Cho: o c  = L và bỏ qua
ma sát ổ true o.

1) Bo qua ma sát lãn giữa bánh xe và đường. Hãy xác định chuyển động của đầu ủi.

2) Xác đinh phàn lực ổ trục o ?

3) Xác định ngẫu lực M để bánlì sau lãn không trượt (hệ số ma sát tĩnh là f0).
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Đáp số:

1. Gia tốc Wc =
M(L + d - f R ) - f R P 2L 

R(l,5m| + m O (L  + d - f R )

2 . x 0 = F + m,W c = M(L + d m  > 0  Với Fms = fP ,L /(L  + d - fR )
0 ms 2 R(l,5mj + m 2)(L + d - f R )

Y0 = P-.-N-, = —— —^ -;  Y0hướng xuống dưới. Với N , = P ,L / (L  + d - f R )

3. M <=

L + d - f R

_ íoRtPịíSmị + 2m i)(L  + d - f R )  + P1( fR -d ) (3 m 1 + m 9) - m 1fRLP,

[2(111] + m-, )](L + d -  fR)

Bài 9. Một khung ABCD có mòmen quán tính đối với trục AB là J. Trên rãnh trượt 
CD con trượt khối lượng m bị chốt tại E cách AB khoảng cách a và cả hệ quay đều 
quanh trục thẳng đứng với vận tốc qóc co0. Tại một thời điểm xác định người ta điều 
khiển làm chốt bật lên để con trượt tự do.

1) Xác định vận tốc góc của khung khi con trượt nằm cách trục quay AB khoảng cách 
X Ưong trường hợp có kể và không kể đến ma sát trượt của rãnh trượt CD?

2) Giả sử con trượt liên kết với thanh AB bởi một lò xo tuyến tính có độ cứng c và có 
chiều dài khi chưa bị biến dạng bằng L. Bỏ qua ma sát trượt giữa vật và rãnh trượt. Hãy 
xác định vận tốc của con trượt dọc rãnh c  (vận tốc tương đối). Tính hệ số cứng c để vật 
đến được vị trí cách trục quay khoảng cách b cho trước (b > a). Có nhận xét gì đối với 
trường hợp khi tại vị trí đầu lò xo bị nén (a < L)? và bị kéo (a > L)?

■ J + m a2 J + m a2 m(b + a) 2
Đáp sô: T3(x) = —  CD0; c < -  ■ CÚQ

J + mx J + mx ( 2 L - b - a )

Nếu lúc đầu lò xo bị nén a < L thì b > L.

Nếu lúc đầu lò xo bị kéo a > L, để con trượt khi nút bật lên có thể vãng ra xa.

( L - a )
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Bài 10. Chiếc xe hai bánh có bánh xe 1 lăn 
khòng trượt trên mặt phẳng nằm ngang, còn 
bánh xe 2 lăn có trượt trên mặt phẳng nằm 
ngang. Bán kính của hai bánh xe đều bằng R, /7777^7^77777777777777^^777777777

khối lượno của chúng tương ứng là m, và m2. h b  '10
Bánh xe 1 chịu tác dụng của mô men M và tâm

bánh xe 2 chịu tác dụng của lực F  nằm ngang. Hệ số ma sát trượt động giữa các bánh
xe với mặt đường là f. Bỏ qua ma sát lăn và khối lượng của khung 3. Các bánh xe được
coi như các đĩa đồng chất. Xác định gia tốc của khung và gia tốc góc của hai bánh xe.

Đáp số: w xe = WD =
2(M + FR -  rrbgRf) 

R(3m! + 2m-,)
Eo — En —

2fg
R

Bài 11. Một cơ cấu hành tinh nằm trong mặt phẳng ngang như hình vẽ. Cơ cấu 
chuyên động từ trạng thái tĩnh do tác dụng của một ngẫu lực phát động có mô men M0 
không đổi đặt vào tay quay OA. Tay quay OA xem là một thanh đồng chất, thiết diện 
khòns đổi và có khối lượng là m0. Các bánh răng 1 , 2 ,3  xem là ba đĩa tròn đổng chất, 
giống nhau về kích thước, bán kính mỗi đĩa là r, khối lượng mỗi đĩa là m. Trên bánh 

răng 2 chịu tác dụng của ngẫu lực cản có mô men M2 tỷ lệ bậc nhất với vận tốc góc CO-,, 
hệ số tỷ lệ là b.

1) Xác định vận tốc góc tay quay OA dưới dạng hàm của thời gian.

2) Xác định vận tốc, gia tốc của điếm K (giao điểm của phần kéo dài tay quay OA và 
vành bánh xe 3) ở thời điểm tuỳ ý.

3) Vẽ quỹ đạo điểm K khi tav quay OA quay được một góc 45°.

Đáp số: 1) ũ5ự) = — (1 -  e ~p' );

trong đó: a  =
I

1,5 A/ 0

(8m0 + 33 m )r2

2 b

K

0  = —  = —
I (8w0 + 3 3 w )r2

2) VK = 4r(ú . W tk = 4rs  = 4ra e ~p' ; W" = 4ra>2.

3) Quỹ đạo điểm K được tạo nên bằng cách tịnh tiến cung AA’ để A trùng K.

Bài 12. Thanh đống chất ÁB có khối lượng m và chiều dài 4L được quay trong mặt
phắng thắng dứng quanh bán lề A cô định, bỏ qua ma sát, xem hình vẽ. Bản lể A cách
sàn ngang một khoáng 5L. Đđu B của thanh có gắn một khối lượng m, có kích thước
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không đáng kể. Tại thời điểm đầu, giả sử thanh ở vị trí thẳng đứng đầu B ở dưới và có

vận tốc góc co0.

1) Tìm vận tốc góc gia tốc góc của thanh và phản lực liên kết tại A khi thanh nằm 
ngang đầu B bên phải.

2) Khi thanh đến vị trí nằm ngang thì đầu A của thanh 
được giải phóng khỏi liên kết và chuyển động trong mặt 
phẳng thẳns đứng dưới tác dụne của tron ti lượng của thanh.
Giã sir vận tốc góc của thanh trước và sau khi giải phóng liên 
kết là như nhau. Tim vận tốc cóc (00 sao cho khi thanh rơi 
xuống sàn đầu A chạm sàn và thanh tháng đứng.

Đáp sò: 1) Củ2 =  C0q -
9 g  
16 L

s  = -
32 L

X  A = 6 mL CO' -
V

2) 0)1 =
4L

32 L

/T: (1 -  Ak)

Y . = —-mg . 
16

9
4 4 + 3.t (1 + 4*)

,k  = 0 , 1, 2,...

Bài 13. Vật M có trọns lươns Q = 100N được đặt 9 
trẽn mòt tấm phẳng BD có trons lương p = 25N. Hê > 
được giữ cân băng ở vị trí nehièna ứng với góc '/
o = 30° nhờ ba sơi dày AB. BC và DE. Tính gia tốc của ''/ị

. . ị 
vật M và tàm phãng BD ngay sau khi dày AB bị căt đứt '
trong các trường hợp sau:

1) Vật M được ghép CÚT12 \ ới tấm BD.

2) Vật M có thế trượt có ma sát trên tấm BD với hệ số

ma sát đòng giữa chúng là f  = .

C Ẹk\\\\\\\\\Vn\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \  WYW

Hình bài 13

Đáp sổ: 1) WBD = ~ g  \

2) W,D = 0,8g ; ir„, = ^ Ệ g - .  w,„ = -0 ,4g
20

Bai 14. Ong AB dài L có khối lương 6m quay xung 
quanh trục thẳng đứng 0 ,0 -, lập với nó một góc 60°. 
Trong ống có quá cầu khối lương m, lúc đầu nó đứng
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yên trong ống tại điểm giữa của đoạn CB. Vận tốc góc ban đầu của ống là 0ừo, CB = 
2L/3. Bỏ qua khối lượng trục quay, ma sát trong ống và ở các ổ trục quay. Tìm gia tốc 
góc của Ống tại thời điểm quả cầu đến đầu B của ống.

Bài 15: Lãng trụ tam giác vuông A trọng lượng Pị được đặt sát chân tường. Trên mặt 
nghiêng cùa lãng trụ tạo góc a  với phương ngang có trụ tròn đồng chất B bán kính R 
trọns lượng P2 lăn không trượt xuống dưới. Hệ số ma sát lăn giữa A và B là k.

1) Tìm áp lực của lăng trụ A lên nền ngang và tường.

2) Hệ sô ma sát trượt f giữa A và B phải thoả mãn điểu kiện gì để B lăn không trượt
trên A.

3) Giả sử không có tường chắn, để A có thể chuyển động tự do trên nền ngang nhẵn 
và già thiết trọng lượng của A và B bằng nhau p, = P2 = p.

a) Xác định vận tốc khối tâm c  của trụ B tại thời điểm khi nó hạ xuống một đoạn h
theo phương thẳng đứng, giả thiết ban đầu hệ đứng yên.

b) Tìm gia tốc lăng trụ A.

Bài 16. Tam giác OAB có ba cạnh là ba thanh đồng chất cùng khối lượng m, dài /. 
Tam giác có thế quay không ma sát quanh trục nằm ngang qua o  vuông góc với mặt 
phảng tam giác. Tại o  người ta gắn vào tam giác một lò xo xoắn với độ cứng 
c(M = -CỌ) Lò xo không làm việc khi AB nằm ngang. Ban đầu AB nằm ngang và được 
truyền vận tốc góc ban đầu co0làm tam giác quay ngược chiều kim đồng hồ.

Hình bài 15a Hình bài 15b
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1) Tìm vận tốc góc, gia tốc góc của tam giác là hàm của Q 
góc cp lập giữa phương thẳng đứng và đường cao OH.

2) Tìm giá trị Cú0 để OH có thể đạt tới vị trí nằm ngang.

3) Tìm phản lực ở ổ trục quay khi OH nằm ngang.

4) Giả sử khi OH nằm ngang, ờ o  mất liên kết. Tam giác 
chuyển độnq dưới tác dụns của trọns lực. Tìm chuyển động ự 
của tam giác sau khi mất liên kết ờ o .

Đáp sò:

. 2cosip I 4
1. e = —7̂ -sincp------ —— ; (ù = ±.lo)n -■

~>1 

ầ ' 3m/ y° ~ 7 ĩ i
g(l -COS(p) +

ccp
lấy dấu (+) khi

khuns quay ncược kim đồns hổ.

2. (On >
C7Ĩ'

■ + g
8\Ỉ3ml

3. Rx = V3m/(tpcos(p-ộ: sinọ) = V3m/

R = ->/3m/(cpsincp + q): cosọ) -3 m g  =

1 4g C7C

c n

Si mg

A r i  -  A  -  ê t 2 Ư 2 4 g  CTĨ24. Quỹ dạo: yc = f ị ;T* xc =
l Ị 2 4g cn-

- j j ;  G) =  > s - Vã/ 6m /2

Bài 17. Con lăn c  là trụ tròn đổng chất, khối lượng m, bán kính r, được kéo lăn 
khòng trượt đi lên theo mặt phẳng nghiêng góc a  với mật phẳng ngang nhờ hệ thống tời 
như hình vẽ. Tời B gồm hai tầne, mỏi tầng là một tấm tròn đồng chất, có khối tâm ở trục 
quay hình học 0 2. Khối lương và bán kính tương ứng của chúng là m2, m3 và r2, r3. Rô to 
cùa đông cơ A được xem như mót trụ tròn đồng chất bán kính r,, khối lượng m„ quay 
quanh trục đối xứng qua o , .  Bo qua khối lượng của đai truyền và ma sát ở các ổ trục. Bỏ 
qua ma sát lãn. Ngẫu lực tác dụng lên trục động cơ có trị số mômen M.

aj Tim giá trị nhỏ nhất của M để cơ hệ cân bằng.

b) Giả sừ M -  a -bẽo , trong đó a, b là các hằng số dương, cõị là trị số vận tốc góc 
của động cơ, giả sử ban đầu hệ đứng yên.

- Tim biểu thức vận tốc góc (õ] của động cơ là hàm của thời gian.

- Giả sử khi ft), = <y, thì dày buộc trục con lăn bị đứt. Tim phương trình chuyển 

dóng tiếp theo của con lăn c ,  biết rằng sau khi dây đứt, con lân vẫn lăn không trượt.
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Hệ số ma sát trượt f giữa con lăn và mặt 
nshiêng phải thoả mãn điều kiện nào để con 
lăn khòng trượt.

Đáp sô:

!• M mm = m g - ^  since;
r-,

2. co, = —
_2h A 

1 - e  K 1
)

rir  ̂ _ với c = a -  mg ; K =
h m iri +

Hình bài 17

m 2r2 + (m 3 + 3m)r3

r.r, *
-TU,

2

3. Giai đoan 1: Con lăn lăn lên, phương trình xc = V|t ——— s in a  với Vị = - ^ -
3 r2

gt2
Giai đoạn 2: Con lăn lăn xuống, phương trình xc = —— s in a .  Hệ sô ma sát trượt

, 1f > - t g a .
3

Bài 18. Tấm tròn đồng chất khối lượiig M bán kính R nằm 
ngang quay quanh trục thảng đứng lệch tâm với độ lệch là a. 
Trên mép tấm có một người đứng, vận tốc góc ban đầu của 

tấm là cOq, coi người là một chất điểm có khối lượng m. Bỏ 
qua ma sát ờ ổ trục.

Xác định còng cần thiết mà người thực hiện để đi từ E 
đến trục quay.

Đáp số'. 2 > '  = —  [ j  + m(a + R)2m(a + R)2] .

Bài 19: Một cơ cấu hành tinh chuyển động 
trong măt phẩng đứng. Tay quay OA có khối 
lương đươc bo qua, quay đểu quanh trục o  với 

vận tốc góc 0). Bánh 2 có khối lượng m, là một 
đĩa tròn dóng chất có bán kính r lăn không trượt 
trẽn bánh 1 có bán kính R và được gắn cứng với 
bệ máy. nó dươc đặt tự do trên nền ngang.

1) Tính khối lượng m0 của bệ máy và bánh 1 
đế bệ máy không bị bật lên khỏi nền?
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2) Tại thời điểm đầu tay quay OA nằm ờ vị trí ngang bên phai va luc đo bẹ may đưng 
yên, các lò xo có độ cứng c, và c2 không bị biến dạng. Khảo sát hai trường hợp sau:

a. Bỏ qua ma sát giữa bê máy và nền. Khùo sát chuyên động cua bệ may?

b. Giữa bệ máy và nền có ma sát khò với hệ số ma sát trượt động là f. Viết phương 
trình vi phàn chuyển độnq của bệ máy? Bỏ qua ma sát tại khóp và trục quay.

Đáp số:

1) m0 > m (R + r) 2 ,——— (0 - 1 
g 

H
2) a. x(t) = —------- — (coscot — COS kt) khi k2 > co.

k -co

H 2
x(t)=  - —-(coscot + ^) + coskt) khi k < co

k -co

b. x + k2x = Hcoscot - f (s -H sin co t)s ig n x

trons đó: k =r 2 -  _ ỉc ,  +  X->
= const; H =

m 0 + m
m(R + r)co

m0 + m
= const.

Bài 20. Thanh đồng chất AB dài 2L trọng lượng p, đầu A tựa trên sàn nhẵn nằm ngang 
và lập với sàn một góc 60°, đầu B được treo bằng sợi dây BD thẳng đứng không trọng 
lượng và khòng giãn. Tại một thòi điểm nào đó dày bị đứt và thanh bắt đầu chuyển động.

1) Xác định áp lực của thanh lẽn sàn ờ thời điểm thanh bắt đầu chuyển động.

2) Tim vận tốc khối tâm c  cùa thanh phu thuộc vào độ cao h so 
với sàn.

3) Xác định quỹ đạo đầu B cùa thanh.

4

Đáp sô: Ap lực của thanh lên sàn: N0 = — p ;

w . 1.U sr: . i   r' w Í3g(V3L-2h)(L2 - h 2)Vân tốc khối tâm C: V = , - 2—í------ ———  -------- ;
V  4 L  - 3 h

1 1
Quỹ đạo đầu B là elíp: + = 1. Hình bài 20

L 4L

Bài 21. Một tấm AB có khối lương m chịu tác dụng của lực F theo phương ngang 
chuyển động không ma sát doc theo sàn ngang. Một con lăn có khối tâm c, bán kính R, 
khối lương m0 mômen quán tính J đối với trục đi qua c  và thẳng góc với mặt phẳng đáy 
cùa con lăn. Con lăn được giữ đứng yên trên tấm AB bằng sợi dây căng không giãn, 
không trong lượng, một đầu dây buộc vào tâm c  con lãn, một đầu buộc vào thành đứng 
cùa tấm AB.
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a) Tim gia tốc của tấm AB và sức căng của dây (giả thiết dây luôn căng).

b) Giả sử con lãn được đặt tự do trên tấm (không có dây buộc). Ban đầu hệ đứng yên.

Tìm chuyển động của tấm khi con lăn lăn không trượt trên tấm, bỏ qua ngẫu lực ma 
sát lăn giữa con lãn và tấm.

c) Xác định hệ số ma sát trượt giữa con lăn và

2) Tim giá trị của cp để trụ lăn không trượt.

3) Chứng minh rằng hình trụ nhỏ không thể tách khỏi mặt trụ lớn trước khi nó bắt đầu 
trươt với mòt giá trị hữu hạn của f.

Bài 23: Trên phà A khối lượng M, có ôtô B khối lượng m chuyển động đối với phà 

theo quy luàt s = b(at + e~°" - 1 ) ,  trong đó b, a  là các hằng số dương. Tại thời điểm 

đầu phà A đứng yên. Xác định vận tốc của phà A phụ thuộc vào thời gian ở hai trường
hợp sau:

tàm để con lăn lăn không trượt đối với tấm AB.

F _  mnF
Đáp sớ: a) WAB = — —------------- ; T = —  -.

/ // //// // /////////////////////////////////

ĩ  lình bài 21

f'c o
N

\

Bài 22. Hình trụ tròn đồng chất bán kính r khối 
lượns m lăn tự do trên mặt trụ cô' định bán kính R. 
Chuyển động bắt đầu từ vị trí cao nhất không có vận 
tốc ban đầu dưới tác dụng-của trọng lực. Bỏ qua ma 
sát lăn. cho hệ số ma sát trượt là f.

I
\
\ V

1) Trên miền giá trị của góc (p (hình vẽ) thoả mãn 
điều kiện lãn không trượt của hình trụ nhỏ trên hình 
trụ lớn, hãy xác định vận tốc khối tâm c  của hình trụ 
nhò, phàn lực pháp tuyến N và lực ma sát F tác dụng 
lên hình trụ nhỏ theo góc (p. Hình bài 22

11/
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1) Bỏ qua lực cản của nước.

2) Lực cản của nước tác dụng lên phà là: R = —/.IV. (trong đo /u la hang so dương,

với điều kiên a ^  — —— ).
M  + m

Đáp số: 1. Bỏ qua lực cản của nước: V = —------ba{\ - e  °").
n Aí + m

m ba2 , _ữ n r
2. Có tính lire cản của nước: V< = -------^ 7 7 7-----   (e - e  ) với p  = — -— .

(ơ -  P)(M + nì) M + m

F

7777777X/,
Hình bài 23 Hình bài 24

Bài 24. Tấm có khối lươne M đặt trên hai con lăn hình trụ tròn đồng chất cùng khối 
lưcms m. bán kính r, hai con lãn có thè lãn khòng trượt trên mặt phẳng nghiêng góc a  
với mặt phans ngang nhờ lưc F tác dun2 vào tấm. Giá thiết tấm không trượt trên các con 
lãn. hệ sô ma sát lăn của mật nghiêng là k, giả sử hệ chuyên động lên.

1) Tim gia tốc của tấm? Lưc F phai thoà mãn điều kiện nào để hệ chuyến động lên.

2) Tim lưc ma sát trượt tổns cóng do mặt nền tác dụng lên các con lăn và lực ma sát 
trượt tổna cộng của các con lãn tác dung vào tấm.

3) Hệ sô ma sát trượt giữa nền và con lãn, giữa con lăn và tấm phải thỏa mãn điều 
kiện nào để có lăn không trươr.

Đáp só: 1. w  =

kơ
F - ( M  + m )ơsina  -  (M + 2m)cosoc 

2 r
4M + 3m

2- (Fmí] + Fmí2) = F - ( M  + 2 m ) g s \n a - ( M  + m)W

- r F — (M + m)fV - F — mW3. / ,  > 7 -̂7— ^ ------------------------------------ tga  ; / 2 > --—-------tga
(M + 2m)g cosa mg cosơ

Bài 25. Cho cơ cấu như hình vẽ. Các vật A,B có trọng lượng Pp P: . Ròng rọc cô' định
o  là tấm tròn dóng chất trọng lượng Q, bán kính R. Ròng rọc động c  là tấm tròn đồng
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chất trọng lượng Ọ2, bán kính R/2. Ngẫu M có mômen không đổi. Ngẫu cản có mômen 
M. = kV, trong đó k là hằng số dương, V là giá trị vận tốc của điểm nằm trên mép ròng 
rọc o .  Giả thiết dây mềm không giãn, ban đầu hệ đứng yên.

1) Tìm vận tốc của A là hàm thời gian t, vận tốc giới hạn của A và gia tốc của A.

2) Tim áp lực lên ổ trục o .

3) Tim sức căng của các dây HE, OD.

Đáp số: 1. VA = — (1 -  e ~ÁI) với a  = p  S i I Ĩ l +^L
1 2 R

/? = - •  Ã -  8g/?
R '  ( 8 ^ + 2 P 2 + 4 ộ , + 3 ỡ 2) ’

gi, _ a _ _  

p

M ) R  
1 " ' R ) k ' ” A

=  CCẰ_e _H 

p

2. *0 + **2 + Ổ .+Ổ 2 + ^ ( ^ 2 + 0 2 - 2 ^ )
2 g

wt1 w 1
T, = U p2 + Q 2) + - ^ { 2 P 2 +3  e 2); T2 = U p2 + Q2) + ^ - ( 2 P 1 + Q 2)

2 8 g  2 8 g

Bài 26. Hình trụ tròn A đồng chất khối lượng 2m có thể lăn không trượt theo mặt 
phẳng nằm ngang không nhẵn. Trục c  của nó được gắn với lò xo có độ cứng c, đầu cuối 
cùa lò xo gắn với vật B khối lượng m, nằm 
trên mặt phẳng ngang nhẵn. Ban đầu lò xo bị I

3 - V vW v\AAA-kéo dãn một đoạn là X, sau đó thả ra không có A 
vận tốc ban đầu. Xác định vận tốc trục c của 
hình trụ ơ thời điếm khi biến dạng của lò xo 
bằng 0. Bo qua ma sát lăn.

I----  Hình bài 26

Dứl’ ÍÓ- K  =-2 ủ

Bài 27. Tấm tròn đồng chất khối lượng m, bán kính r, có thể chuyển động lăn không 
trươt bén trong vòng tròn cố định bán kính R đặt trong mặt phẳng thẳng đứng. Bỏ qua 

ma sát lãn. Ban đầu người ta truyền cho tâm c  của tấm vận tốc V0. Ban đầu tâm c  nằm 

trẽn đường kính nằm ngang AB.

a) Tim phàn lực pháp tuyến N và lực ma sát trượt Fms tác dụng vào tấm theo góc (p. 

Vận tốc V0 phải thoà mãn điều kiện nào để tấm lăn tới điểm cao nhất D.
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t>) Giả sử hệ sô ma sát trượt giữa tấm và đường tròn là f — . V0 phai thoa man điêu

kiện nào để tấm có thê lăn không trượt trong đường tròn?

c) Cắt bỏ cun° AD của đường tròn. Sau khi đến D, tấm tiếp tục chuyển động trong mặt 
phẳng thẳng đímo. Hỏi tấm có thể tiếp xúc với đường tròn tại A và tiếp tục chuyển động 
trong đườnơ tròn được không? Bỏ qua tác dụng của va chạm giữa tấm và đường tròn.

Đáp s ố . a. N = mV°-  + - m g s in  ọ; Fms = - - m g c o s ọ ;  V02 > - g ( R - r )
R -  r 3 3 3

b. v 02 > ~ ^ g ( R  -  r)

c. Tấm không thể tiếp xúc với đường tròn tại A và tiếp tục chuyển động 
trong đườníĩ tròn được.

Bài 28. Vật A có khối lượng m được kéo lên nhờ các trục quay I và II có cùng bán kính 
r và mỏmen quán tính đối với trục quay riêng bằng J. Các trục quay chịu tác dụng của các 
ngẫu lực có mômen lần lượt là M, và M2. Bỏ qua khối lượng các ròng rọc và ma sát tại các 
ổ trục. Coi các dây là nhẹ, không bị giãn, không bị trượt trên các vành ròng rọc. Tính:

1) Gia tốc của vật A.

2) Sức căng trong nhánh dây treo ròng rọc 0 4.

2M| + M 2 -5 m g r
Đáp sô: WA = ------  /  —------•

J + 5mr

Bài 29. Tay đòn mang khối lượng tập trung mI, m2 tại hai đầu và gắn khớp bản lề vào 
vành cùa một đĩa tròn đổng chất bán kính R, khối lượng m, chịu tác dụng mômen 
M = M r-b ộ ;  M0, b là các hằng số dương, (p là vận tốc góc của đĩa. Khoáng cách từ

207



khối lượng tập trung đến khớp tương ứng là /ị, /2. Bỏ qua 
khối lượng, tay đòn có thể quay trơn quanh trục thẳng 
dims qua khớp. Đĩa quay quanh trục thẳng đứng vuông 
sóc với mặt phẳng của nó qua o.

1) Lập phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ 

theo góc q> và 1|/.

2) Giả sử /?/,/, = m2l2, tìm quy luật chuyển động của 

cơ hệ với điều kiện đầu.

<p(0) =  0 , 0 ( 0 )  =  0 , ^ ( 0 )  =  0 , y / ( 0 )  =  ú)u .

3) Xác định vận tốc góc Q 0 = c o n s t  của đĩa, khi giả sử nó quay đều, để có sự cân 

bans tươns đối của tay đòn, khảo sát sự cân bằng tương đối đó.

Đáp sô:

1. Phương trình vi phân chuyển động:

Hình bài 29

R — t-(m, +m-,) ~) 1 -
9  .

ộ+Rímị/ị -m^A)sin(v|;-(p)i|> + R(m|/| -m-,/T)cos(i|/-(p)vị/ ^ M q- òộ

Rcm J/j -m-,/-,)sin(\|/-(p)(p + (m|/j2 + m-,/ọ )C|> — R(mj/] + m 7/2)cos(iị/-ọ)(ị)2 = 0  

2. Với các điều kiện đầu: (p{0) = 0,ự>(0) = 0,ty/(0) = 0,y/(0) = (Dữ .

Phươns trình chuyển động:

<p =
A - t + — e 
b

h \
ÁA

y

o

í
1

b  ’

AM 0 .; ụ/ =  Củữt\ với A = R- — + (m{ + m 2)

Bài 30. Một trụ tròn đồng chất có tâm A, có trọng lượng Pị, bán kính R lăn không 
trươt trẽn mặt phẩng nghiêng của lăng trụ tam giác B. (Đường sinh của trụ tròn A luôn 
vuỏng góc với cạnh đáy chuyển động của lăng trụ). Lãng trụ tam giác B có trọng lượng 
P2 và có góc nghiêng so với mặt phấng ngang là
a .  Bò qua ma sát trượt giữa lăng trụ và mặt phẳng

ngang. Xác định lực F cần tác dụng vào thành 
CE của lãng trụ theo phương nằm ngang là bao 
nhiéu đế:

a) Trụ tròn A vẫn đứng yên trên mặt nghiêng.

b) Tru tròn A lăn lên phía trên của lăng trụ.
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Hình bài 31

c) Trụ tròn A lăn xuống phía dưới.

Đ á p  s ố : a) F  =  (P ị +  P 2 ) t g a ;

b ) F > ự x +P2)tga;

c )  F < ( / ^  + p 2 ) t g a .

Bài 31. Cho hệ thống tời gồm trục I là đĩa tròn đồng 
chất khối lượng m„ bán kính R chịu tác dung mômen M 
quay tron quanh o  để kéo ròng rọc II, cũng là đĩa tròn

R
đồng chất, khối lượng m„ bán kính r = — , chuyến động

lèn trons mặt phẳns thẳng đứne. Thanh AB có chiều dài 
2L. đồng chát, khối lượng m3, có thể quay trơn quanh tâm 
A của ròns rọc II. Một lò xo xoàn tuvèn tính, độ cứng 
c = const, một đầu gắn vào tàm A. còn đầu kia gắn vào thanh AB. Khi thanh AB ở vị trí 
thẳng đứng (0 = 0) lò xo khỏne bị biến dạng. Xem dây cáp luôn căng, bỏ qua khối 
lượns. khòns giãn và có phươne luôn luôn song song với phương thẳng đứng.

1) Lập phương trình vi phân chuyển động cùa cơ hệ theo góc (p và 9.

2) Giả sử trục quay I quay đều với vận tốc góc (Jừ0, khảo sát chuyển động của thanh 

AB quanh A với giả thiết 9 bé (sin 9 = 9) và cho các điều kiện đầu <9(0) = ỡ0,0(0) = Q .

3) Khi trục quay I quay đều. xác định phản lực động lực theo phương thẳng đứng của 
bản lề A tác dụng lên thanh AB.

Đáp số: 1. Phương trình vi phàn:

^ -R L s in 9 c p  + —m 3L: 0 = -C 0 -  Lgm? sin 9

( 4 m , + 3m: + : m , ) R: + m, ee  + cose ^ )  = M -  ^ < m ,  + m2)
8 2 2

2. 9 = A sin(kt + d) với A' _  0O 
'■t g a = Ề

3. = - m 3L(cos9.0: + sin 00).

Bai 32. Thanh thẳng đươc gắn cứng với bánh răng 1 bán kính R chuyển động tịnh 
tiến ngang. Thanh và bánh rãng 1 nằm trong mặt phẳng đứng và có khối lượng chung 
bãng m . Bánh răng 2 bán kính r, khối lương m2 ãn khớp với bánh răng 1, liên kết với 
bánh răng 1 nhờ thanh khóng trọng lương 0 , 0 2 nối tâm hai bánh răng. Thanh OịOi quay 
khỏng ma sát quanh trục năm ngang qua o ,  làm bánh ráng 2 lăn không trượt trên bánh 
ráng 1. Tác dụng vào thanh ngang lực F = F0coscot nằm ngang. Coi bánh răng 2 là đĩa 
tròn đồng chất.
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1) Lập phương trình vi phân chuyển động của hệ.

2) Giá sử tại thời điểm ban đầu của hệ (p{ũ) = 0,ộj(0) = 0. Tìm phương trình dao động 

nhỏ của 0 ,0 ,: ọ  -  (pự) quanh trục nằm ngang qua o , ,  với giả thiết sin<p * (p,coscp ~ 1 

khi (p nhỏ.

Đáp số: 1. Phương trình vi phân chuyên động của hệ:

Bài 33: Cho một thanh gãy khúc OAB có góc vuông tại o ,  các đoạn OA, OB được 
xem là các thanh mảnh đồng chất, tương ứng có chiều dài 2a, 2b và khối lượng m,, m; 
liên két với đê D nhờ bản lề (không ma sát) o  và lò xo xoắn có độ cứng xoắn bằng 
c = const. Thanh chịu tác dụng mômen cản tỷ lệ tuyến tính với vận tốc góc của thanh, 
với hệ số ty lệ a. Đê D có khối lượng m0 chuyên động theo phương ngang và vị trí của 
n ó  đươc x á c  đ ị n h  n h ờ  t ọ a  đ ộ  X, c ò n  v ị  t r í  c ủ a  t h a n h  g ã y  k h ú c  đ ư ợ c  x á c  đ ị n h  n h ờ  g ó c  9  l à  

góc giữa đoạn OA và phương ngang, ở đó vị trí nằm ngang của OA ứng với vị trí cân 
bằng tĩnh.

1) Viết phương trình vi phân chuyên động của hệ.

2) Khảo sát trường hợp đế D chuyển động với vận tốc V = V0 + H0sin Qt, trong đó 
V0, H rj và Q là các hằng số đã biết, còn t l à  thời gian, xem 0 bé, lấy sin 0 =  9.COS 0 = 1 .  
Bỏ qua các vô cùng bé từ bậc hai trở lên, giả thiết hệ sỏ cản bé. Xác định dao động bé 
cùa thanh gãy khúc OAB quanh trục o  trong chế độ bình ổn (ứng với thời gian t—> co).

(nt{ + m2 )x -  m2(R +  r)(ỠC0S(p + m2 (R +  r ) ộ 2 sin<p =  F0 COS cot 

— (R + r)ộ -  XCOS (Ọ + gsin (p -  0

1

(3 w, +  m2)(/? +  r)

p  \\\\\N

77777A

B

7777777777777777777777777
D

Hình bài 32 Hình bài 33
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3) Để đơn giản cho tính toán, lấy a  = 0 trong công thức tính biên độ của góc quay 
của thanh gãy khúc Hãy tính giá tri của hệ sô cứng xoăn c đe goc quay cua thanh gay 
khúc OAB khòno vượt quá giá trị cho trước 00, tức e  < Gữ trong đó eo là hằng số đã cho.

Đáp số:

1. (m0 + m, + m 2) x - ( a m 1sin0 + bm2cose)0 - ( a m l cos0 - b m 2 s in 0)ỏ2 = 0

-{ a m , sin 0 + bm2 COS 0)x+ -  ( n i , a ;  + 1 n: b2 )ổ  -  c(0o -  0 )  + g(am, COS 0 -  bm2 sin 0) + a ỏ  = 0

2. Dao động bé 9 = Acos(Qt — e) với A =
^ ( k : - Q 2)2 + 4 n 2Q 2

; tge
2nQ 

k 2 - Q 2

4 2 2
3. Đò cứns c > m-,cb + — (m,a~ + m -b ')V ẽ  2e. I ;

h 2
----- h í ỉ

v e0

Bài 34. Thanh AB chiểu dài /. cán bán lề với hai con trượt A và B có cùng khối lượng m. 
Con trượt A trượt theo phương neane. con trượt B trượt theo phương thẳng đứng. Một sợi 
dày khòns dãn buộc vào B và quán vào hình trụ tròn đồng chất khối lượng M. Lập phương 
trình chuyển động của cơ hệ. Bỏ qua khối lượng của thanh.

Đáp sô: 3S -  lộ c o s ọ  + l ộ 2 sin<£> = 2g

2/(2/7í +  A / c o s 2 (p)(p-2MScos(p-ỈMỘ2 s in  2^7 =  4mgcosạ>

Hình bai 34 Hình bài 35

Bài 35. Cơ cấu hành tinh được đật trong mật phẳng nằm ngang. Vành tròn đồng chất 1 
khối lượng M và khung cứng tam giác có thê quay độc lập quanh trục thẳng đứng o .  Tác 
dung lén vành tròn 1 mó men M|, khung 2 mò men M2 không đổi. Tại các đỉnh A, B của 
khung 2 gân bản lê vào tám các đĩa tròn đồng chất 3 , 4 có cùng khối lượng m và chúng



tiếp xúc với vành 1. Hệ chuyển động từ trạng thái đứng yên. Xác định vận tốc góc của 
vành tròn 1 là hàm phụ thuộc vào thời gian. Ẹiết M = 2m, bán kính các dĩa tròn bằng r, 
bán kính vành tròn R = 3r, bỏ qua khối lượng của khung.

_  „ 1 0 M ,-3 M 2 t
Đáp so: W, ------------- ^ 1

1 243mr

Bài 36. Theo mặt phẳng nghiêng của lăng trụ 1 khối lượng rrij hợp với phương ngang 

mòt góc a  trụ tròn đồng chất 2 khối lượng m2 chuyển động lăn không trượt làm cho lăng 
tru địch chuyển theo mặt phẳng ngang nhẩn nằm 
ngang làm lò xo 3 biến dạng; lò xo 3 được gắn vào 

tường thẳng đứng, có hệ số cứng bằng c. Ở thời 
điếm đầu lò xo chưa bị biến dạng. Thiết lập 
phương trình vi phân chuyển động của hệ.

Toa độ gốc X, tính từ vị trí đầu.

Đáp số'. + m2 )Jc, -  m2x2 COS a +  cXị = 0

đ c / A W A V

7̂777777777777777777777777777777777̂ 777777̂

Hình bài 36
-  2*1 cos a  + 3 x 2 -  2 g  sin a  = 0

B

Bài 37. Một nửa đĩa tròn đồng chất có bán kính R, khối lượng m, và khối tâm c, lăn 
khône trượt theo đường nằm ngang cố định trong mặt phẳng đứng. Tại A một chất điểm 
có khối lương m; (m:« r r i | )  gắn cứng với đĩa. Tại thời điểm đầu OA có vị trí nằm ngang 
(0C = 0 ) và nhặn được vận tốc ban đầu O)0.

1. Viết phương trình vi phân chuyển động của vật?

2. Giả sừ góc 9 giữa đường kính AB và phương 
ngang là bé (lấy sin 9 » 0; COS 0 as 1; m2 = 0 và chỉ 
giữ lại vò cùng bé bậc 1), hãy xác định chuyển 
đỏng cùa vật và phản lực mặt đường tác dụng lên 
đĩa o c  ờ vị trí thẳng đứng (vị trí thấp nhất). Cho 
OC = 4R/3tt.

Đáp số:

1. Phương trình vi phân:

[(1,5/72,/?2 -  2m2) -  2R(m .ecosỡ  + m2/?sin 0)]ẽ

Hình bài 37

+ 2 R(m] sin ớ -  m2R c o s ớ )ỏ 2 + m ]g  sin ớ -  m:gR cosỡ  = 0

2. Phương trình dao động bé của đĩa: 6  = —  sin kt với k 2 =
6 v 6 k ( 9 * - 1 6 )R

3. Phản lực mặt đường: x,(t,) = 0; Y,(t|) = -m,eco0: + m,g.
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Bài 38. Một cơ cấu gồm bánh xe 1 và 2, là những đĩa tiòn đông chât, tương ưng co ban 
kính R, và R2, khối lượng m, và m2, đặt trong mặt phẳng đứng. Tay quay, bó qua khối 
lượng, gắn với lò xo xoắn tuyến tính có hệ số cứng xoắn c ( ngẫu lực lò xo Mlx = -C(p), đầu 
kia của lò xo gắn với tâm của bánh 1. Bánh xe 1 lăn không trượt trên nền thắng ngang cố 
định. Bánh xe 2 lãn không trượt đối vói bánh xe 1 và tại o  có lực F tác dụng theo phương 
ngang, hirons sang phái. Chọn các tọa độ suy rộng là X và cp, trong đó X là tọa độ (theo 

phương ngang) tâm bánh 1, còn (p là sóc nghiêng của tay quay với đường thẳng đứng.

1) Bỏ qua ma sát tại các khóp quay, hãy viết phương trình vi phân chuyến động của
cơ hệ?

2) Kê đèn ma sát tại klióp o  siữa tay quay OA và bánh 1 (ngẫu lực cản tí lệ với vận 
tốc góc tương đối với hệ sò là h = const).

Viết phương trình vi phân chuyên động của cơ hệ?

Đáp sò:

1. Khi bó qua ma sát tại các khớp quay, phương trình vi 
phân chuyến động của co hệ:

Bài 39. Một hệ thống chuvẻn tai 2óm máng AB là thanh đồng chất, có chiều dài 2L, 
khối lương m0, quay khóng ma sát quanh bán lề A dưới tác dụng của ngẫu lực M. Một 
tấm chữ nhật đồng chất, có khói lưưns m, chiều dài 2a và chiểu cao 2h trượt dọc máng. 
Chon các tọa độ suy rỏng đu là ọ  và 11, trong đó (p là góc nghiêng của máng AB với 
phương ngang, còn u là toa dỏ khối tâm cua tấm dọc máng AB. Tại thời điểm đầu khối 
tâm tám năm trên đường OA còn máng nãm ngang. Cơ hệ chuyến động trong mặt phảng 
tháng dứng.

1) Bo qua ma sát giữa máng và tám, hãy viết phương trình vi phân chuyến động cùa
cơ hệ?

Cho cóng thức tính mõ men quán tính tấm chữ nhật: Jx= mlr/3; Jy= rmr/3.

2) Đẽ dưn giản, xem tấm là chất diêm trượt dọc máng với hệ sô ma sát trượt động là f.

1.5(m ị+m )x + ni -,L(0.5-cosip)cp + m T L(ị)2 sinọ = F 

m L(0,5 -  cos(p)x + 1.5m -< L'ip = -ccp + m TgLsirnp

2. Kể đến ma sát tại khơp o .  phương trình vi phân 
chuyên động của cơ hệ:

----------------* 1

/ /  ình bài 38

*> X
m L(0,5-cos(p)x + l,5m L‘ộ  = -c<p + m TgLsinq)- b —  + (p

<R | )



Viết phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ?

Đáp sô:

1) Phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ:

([) + mhii + 2muũ(ị) =

- -
4 , , 4h- + ã~ 1
— m0L" +m 
3

-------- -—  + u
3V / _

= (m0L + mu)g COS cp + mgh sin <p -  M

mhip + mii -  m uộ2 = nigsin (p .

2) Phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ khi đơn giản:

' 4
m0L2 + mu2 9  + 2 mu ủ (ị) = (m0L + m u)gC O S cp -  M ;

J v f .......................2 (M - m 0gLcos(p)f
cp + mu -  muộ = -  ----------- —------------ + mg sin (p .

Hình bài 40

Bài 40. Sàng rung 1 có khối lượng m0 được treo 
nhờ hai thanh cứim (OA = DB = b) và có khối lượng 
khòne đána kể (AB = OD = a). Đĩa tròn đồng chất 2 
có khối hrợns m, bán kính r, lăn không trượt dọc trên 
mặt sàng. Ngẫu lực có mô men M tác dụng lên thanh 
OA. Chọn các tọa độ suy rộng là góc nghiêng cp của 
thanh OA với phương đứng và đoạn dịch chuyển u 
cùa khối tàm dĩa trên mặt sàng. Cơ hệ chuyên động 
trons mặt phảng đứng.

1) Lập phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ?

2) Xác định phàn lực do mặt sàng tác dụng lên đĩa (tính theo ọ ,ộ ,u ,ũ )?

Đáp số: 1. Phương trình vi phân chuyển động của cơ hệ:

(rrVj -Mn)b:cp + mbcos(p.ii = - (m 0 + m)bgsincp+M; mbcoscp.ộ+ l,5m.u-mtxị)2 sin(p = 0

2. Phàn lực do mặt sàng tác dụng lên đĩa:

Phản lực pháp tuyến: N = p + mbcpsincp + m bộ2 coscp 

Phan lực tiếp tuyến: Fms = 0,5mii

trong dó: <Ị> = 3
M - ( m 0 + m)bgsincp -  mb2ộ 2 sin 2(p

3(m 0 + m ) - 2 m COS (p b2

2 (m 0 + m )b 2(jr sincp + (m 0 +m )gbsin2(p-2M cos(p
 ̂~ r /  ̂ 1 T~3 ( m0 + in) -  2m C O S 2 cp
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