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Lời nói đầu 

Nhận dạng hệ thống là một trong những công việc đầu tiên phải thực 
hiện khi giải quyết một bài toán Điều khiển Tự động. Lý do đơn giản chỉ là 
vì không thể phân tích, tổng hợp hệ thống khi không có mô hình toán học 
mô tả hệ thống. Trong quá trình xây dựng mô hình hệ thống trên phương 
diện lý thuyết người ta thường không thể khảo sát được mọi ảnh hưởng của 
môi trường đến tính động học của hệ thống cũng như những tác động qua 
lại bên trong hệ thống một cách chính xác tuyệt đối. Rất nhiều yếu tố đã bị 
bỏ qua hoặc chỉ được xem xét đến như một tác động ngẫu nhiên. Bởi vậy, 
nếu nói một cách chặt chẽ thì những hiểu biết lý thuyết ban đầu về hệ thống 
mới chỉ có thể giúp người ta khoanh được vùng lớp các mô hình thích hợp. 
Để có thể có được một mô hình cụ thể có chất lượng phù hợp với bài toán 
điều khiển đặt ra trong lớp các mô hình thích hợp đó thì phải sử dụng 
phương pháp nhận dạng. 

Thời điểm ra đời của chuyên ngành Nhận dạng có thể được xem là vào 
khoảng cuối thập niên 50. Tuy ra đời muộn nhưng Nhận dạng đã phát triển 
rất nhanh và đã có những thành tựu vượt bậc. Nguyên nhân của sự phát 
triển vuợt bậc đó một phần từ yêu cầu thực tế, song có lẽ phần chính là nhờ 
có những hỗ trợ tích cực của các ngành khoa học liên quan, đặc biệt là Xử 
lý tín hiệu và Tin học. 

Sự phát triển của Nhận dạng trong lĩnh vực Điều khiển tự động từ năm 
1960 đến nay có thể chia ra làm ba giai đoạn phát triển như sau: 

− Giai đoạn một khoảng từ năm 1960 đến 1975 được đánh dấu bằng nhận 
dạng các mô hình không tham số cho đối tượng điều khiển tuyến tính mà 
trọng tâm chủ yếu là thiết lập hàm trọng lượng hay hàm đặc tính tần 
biên−pha dưới dạng một dãy giá trị (phức). Kiến thức lý thuyết cần thiết 
cho giai đoạn này phần lớn được xây dựng trên cơ sở lý thuyết hàm 
phức và phân tích phổ tín hiệu. 
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− Giai đoạn hai được đặc trưng bởi sự ra đời của lớp mô hình động liên 
tục hoặc rời rạc có tham số và được gọi là giai đoạn của nhận dạng 
tham số mô hình. Thông tin lý thuyết ban đầu về hệ thống ở đây chỉ vừa 
đủ để người ta có thể lựa chọn được bậc (hay cấu trúc) cho mô hình liên 
tục hoặc rời rạc. Nhiệm vụ của nhận dạng trong giai đoạn này là xác 
định giá trị các tham số của mô hình đó với hướng nghiên cứu tập trung 
là xét tính hội tụ của các phương pháp và ảnh hưởng của nhiễu vào kết 
quả. 

− Giai đoạn ba khoảng từ năm 1990 trở lại đây được đánh dấu bằng nhận 
dạng mô hình động học liên tục phi tuyến và nhận dạng mô hình tham số 
cho hệ nhiều chiều, trong đó hướng nghiên cứu chính là xét tính nhận 
dạng được của hệ nhiều chiều. Dần dần, cũng trong giai đoạn này người 
ta chuyển hướng đi vào nhận dạng các hệ thống suy biến (singular 
systems). 

Trong vô vàn các phương pháp nhận dạng hệ thống hiện được dùng 
rộng rãi, chúng tôi chỉ có thể chọn lọc ra và giới thiệu một vài phương pháp 
đặc trưng làm đại diện. Phương hướng chọn lựa là đi từ mô hình không 
tham số với công cụ phân tích phổ tín hiệu (chương 2) để làm nền cho công 
việc nhận dạng tham số mô hình liên tục tuyến tính và mô hình rời rạc tuyến 
tính sau này (chương 3 và chương 4). Như vậy cuốn sách có nội dung chủ 
yếu là giới thiệu các phương pháp nhận dạng được hình thành trong giai 
đoạn 1 và 2. Một phần lý do là những phương pháp này đã trở thành chuẩn 
mực và đã được cài đặt trong những chương trình tiện dụng của MATLAB 
giúp bạn đọc có thể sử dụng chúng để kiểm nghiệm lại những điều đã đọc 
được. Phần nữa là những phương pháp của giai đoạn 3 cho đến nay vẫn 
chưa có được nhiều sức thuyết phục trong ứng dụng như mong muốn. 

Cuốn sách được viết với mục đích cung cấp thêm một tài liệu hỗ trợ việc 
tự học cho sinh viên ngành Điều khiển Tự động đang học môn Lý thuyết 
Điều khiển nâng cao, sinh viên ngành Điện, cũng như các ngành khác có 
liên quan tới việc xây dựng mô hình hệ thống. Ngoài ra, cuốn sách còn có 
mục đích xa hơn là giới thiệu được với những người đang công tác trong 
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lĩnh vực phân tích và tổng hợp hệ thống kỹ thuật một tài liệu tra cứu, tham 
khảo trong công việc xây dựng mô hình hệ thống. 

Mặc dù, kể từ lần xuất bản đầu tiên vào năm 2001, cho tới nay quyển 
sách Nhận dạng hệ thống điều khiển này đã được tái bản nhiều lần, song 
chắc không thể tránh khỏi còn thiếu sót. Để có thể đạt được chất lượng 
hoàn thiện hơn, các tác giả rất mong nhận được những góp ý sửa đổi hay 
bổ sung thêm từ phía bạn đọc. Thư góp ý xin gửi về: 

 
Trường Đại học Bách khoa Hà Nội 
Khoa Điện, Bộ môn Điều khiển Tự động. 
Số 1 Đại Cồ Việt. C9/305−306 

 

Hà Nội, ngày 28.5.2005 

 

 Các tác giả         
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1 Nhập môn 

1.1  Tại sao phải nhận dạng 

Xét một bài toán điều khiển theo nguyên tắc phản hồi đầu ra như ở hình 
1.1. Muốn tổng hợp được bộ điều khiển cho đối tượng để hệ kín có được 
chất lượng như mong muốn thì trước tiên cần phải hiểu biết về đối tượng, 
tức là cần phải có một mô hình toán học mô tả đối tượng. Không thể điều 
khiển đối tượng khi không hiểu biết hoặc hiểu sai lệch về nó. Kết quả tổng 
hợp bộ điều khiển phụ thuộc rất nhiều vào mô hình mô tả đối tượng. Mô 
hình càng chính xác, hiệu suất công việc càng cao. 

 

 

 

 

Việc xây dựng mô hình cho đối tượng được gọi là mô hình hóa. Người ta 
thường phân chia các phương pháp mô hình hóa ra làm hai loại: 

− phương pháp lý thuyết và 
− phương pháp thực nghiệm. 

Phương pháp lý thuyết là phương pháp thiết lập mô hình dựa trên các 
định luật có sẵn về quan hệ vật lý bên trong và quan hệ giao tiếp với môi 
trường bên ngoài của đối tượng. Các quan hệ này được mô tả theo quy luật 
lý−hóa, quy luật cân bằng, K dưới dạng những phương trình toán học. 

Trong các trường hợp mà ở đó sự hiểu biết về những quy luật giao tiếp 
bên trong đối tượng cũng về mối quan hệ giữa đối tượng với môi trường bên 
ngoài không được đầy đủ để có thể xây dựng được một mô hình hoàn chỉnh, 
nhưng ít nhất từ đó có thể cho biết các thông tin ban đầu về dạng mô hình 
thì tiếp theo người ta phải áp dụng phương pháp thực nghiệm để hoàn thiện 
nốt việc xây dựng mô hình đối tượng trên cơ sở quan sát tín hiệu vào u(t) và 
ra y(t) của đối tượng sao cho mô hình thu được bằng phương pháp thực 

w e u y 
Hình 1.1: Điều khiển theo nguyên tắc 

phản hồi đầu ra. 

Đối tượng 
điều khiển 

Bộ điều 
khiển 
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nghiệm thỏa mãn các yêu cầu của phương pháp lý thuyết đề ra. Phương 
pháp thực nghiệm đó được gọi là nhận dạng hệ thống điều khiển. 

Như vậy, khái niệm nhận dạng hệ thống điều khiển được hiểu là sự bổ 
sung cho việc mô hình hóa đối tượng mà ở đó lượng thông tin ban đầu về 
đối tượng điều khiển không đầy đủ. Các thông tin ban đầu này có tên gọi 
chung là thông tin A−priori. 

Ví dụ 1: Chẳng hạn ta phải xây dựng mô hình cho đối tượng là một chiếc xe 
chuyển hàng. Tín hiệu đầu vào tác động để đẩy xe là lực u(t). Dưới tác động 
của lực u(t) xe sẽ đi được quãng đường ký hiệu bởi y(t). 

 

 

 

 

 

 

Khi chuyển động sẽ có hai lực cản trở sự chuyển động của xe (bỏ qua ma 
sát tĩnh). Thứ nhất là lực ma sát động xác định bởi: 

 Fs = d
dt
dy , d là hệ số ma sát động 

và thứ hai là lực cản trở sự thay đổi tốc độ 

 Fgt = m
2

2

dt

yd , m là khối lượng của xe. 

Theo nguyên lý cân bằng lực ta có được mô hình mô tả đối tượng, tức là 
mô tả quan hệ giữa tín hiệu vào u(t) và tín hiệu ra y(t) như sau: 

 u
dt
dy

d
dt

yd
m =+

2

2
 ⇒ G(s) =

)1( Tss
k
+

  (1.1a) 

trong đó k =
d
1  và T=

d
m .  

y(t) 

u(t) 
m 

my
dy

Hình 1.2: Xây dựng mô hình cho đối tượng là 
một chiếc xe chuyển hàng. 
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Mô hình (1.1a) được xây dựng từ các hiểu biết ban đầu về đối tượng, 
nhưng chưa phải là mô mình cụ thể cho chiếc xe chở hàng mà ta đang xét vì 
các tham số về hệ số ma sát d cũng như khối lượng xe m là chưa có. Nói 
cách khác mô hình mà ta cần chỉ là một trong các mô hình có dạng (1.1a). 
Để có được một mô hình hoàn chỉnh thì ta cần phải xác định nốt những 
tham số k và T còn lại. 

Để làm được điều này, người ta áp dụng phương pháp thực nghiệm bằng 
cách tác động tạm thời vào xe tại thời điểm t=0 một lực cố định, ví dụ như 
u(t)=1 rồi đo tín hiệu ra là quãng đường đi được y(t). Biểu diễn quãng 
đường đi được y(t) phụ thuộc theo t dưới dạng đồ thị ta có hình 1.3. Từ đồ 
thị đó ta tính được T là giao điểm của đường tiệm cận của y(t) với trục 

hoành và k ≈
t
y

Δ
Δ . Câu hỏi tại sao ta lại tính được các tham số như vậy sẽ 

được trả lời sau trong chương 3. 

 

 

 

 

 

 

 

Ví dụ 2: Ta xét thêm ví dụ với đối tượng là động cơ một chiều. Từ những 
kiến thức lý thuyết chung về động cơ một chiều (thông tin A−priori) người 
ta mới chỉ có thể xác định được rằng mô hình xấp xỉ tuyến tính của nó có 
dạng khâu quán tính bậc hai như sau: 

 G(s) = 
)1)(1( 21 sTsT

k
++

,     (1.1b) 

còn lại chi tiết hơn thì ba tham số k, T1 và T2 chưa thể xác định được do còn 
phụ thuộc vào đặc tính riêng của kết cấu từng động cơ. Nói cách khác, từ 

Hình 1.4: Xác định tham số cho mô hình đối 
tượng động cơ một chiều. 

h(t) 

t 

a b 

k Δy
Δt 

y(t) 

t

T 

Hình 1.3: Nhận dạng tham số cho mô hình 
xe chở hàng. 

1 
1,5 

2 

0,5 

0,5 1 2,5
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thông tin A−priori người ta mới chỉ biết được rằng động cơ một chiều thuộc 
lớp mô hình quán tính bậc hai (1.1b), trong đó k, T1 , T2 là những phần tử bất 
kỳ của R. 

Để có thể tìm được một mô hình cụ thể cho đối tượng từ lớp các mô hình 
dạng (1.1b) người ta phải áp dụng phương pháp thực nghiệm (nhận dạng). 
Nếu như sự tác động của nhiễu là bỏ qua được, các phép đo là chính xác và 
công việc nhận dạng có thể được thực hiện bằng cách chủ động kích thích 
đối tượng với một tín hiệu đầu vào thích hợp chọn trước thì phương pháp 
thường dùng là xác định hàm quá độ thông qua đo tín hiệu ra khi tín hiệu 
vào là hàm 1(t). 

Tiếp theo người ta biểu diễn h(t) dưới dạng đồ thị rồi kẻ đường tiếp tuyến 
với h(t) tại điểm uốn để có a, b và đường tiệm cận tại t=∞ để có k (hình 1.4). 
Hai tham số T1 và T2 còn lại sẽ được xác định từ a và b. Chi tiết thêm về 
cách xác định T1 , T2 từ a, b sẽ được trình bày sau trong chương 3. ở đây 
chúng tôi chỉ đề cập sơ lược để minh họa cho sự khác biệt giữa phương 
pháp xây dựng mô hình theo kiểu lý thuyết và thực nghiệm (nhận dạng). 

1.1.1 Định nghĩa 

Khái niệm về bài toán nhận dạng vừa nêu trên đã được Zadeh thu gọn 
vào định nghĩa phát biểu năm 1962 với hai nét cơ bản như sau: 

1) Nhận dạng là phương pháp thực nghiệm nhằm xác định một mô hình cụ 
thể trong lớp các mô hình thích hợp đã cho trên cơ sở quan sát các tín 
hiệu vào ra. 

2) Mô hình tìm được phải có sai số với đối tượng là nhỏ nhất. 

Theo định nghĩa này thì những bài toán nhận dạng sẽ được phân biệt với 
nhau ở ba điểm chính. Đó là: 

− Lớp mô hình thích hợp. Chẳng hạn lớp các mô hình tuyến tính không 
có cấu trúc (không biết bậc của mô hình) hoặc có cấu trúc (ví dụ như 
lớp mô hình (1.1)), lớp các mô hình lưỡng tuyến tính (bilinear), … 

− Loại tín hiệu quan sát được (tiền định/ngẫu nhiên). 



 

 13

− Phương thức mô tả sai lệch giữa mô hình và đối tượng thực. 

1.1.2 Lớp mô hình thích hợp 

Tập hợp tất cả các mô hình có cùng cấu trúc thỏa mãn các yêu cầu về 
thông tin A−priori mà phương pháp lý thuyết đã đặt ra được gọi là lớp các 
mô hình thích hợp. Ví dụ như tất cả các mô hình dạng (1.1b) với k, T1 và T2 
là ba phần tử bất kỳ của R đều có thể là mô hình của động cơ một chiều. 

Trong tài liệu này chúng ta sẽ chỉ quan tâm tới các bài toán nhận dạng 
với lớp những mô hình tuyến tính gần đúng của đối tượng. Một mô hình 
được gọi là tuyến tính nếu ánh xạ TM mô tả quan hệ giữa r tín hiệu vào 

u(t)=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

)(

)(1

tu

tu

r

M  và s tín hiệu ra )(ty =
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

)(

)(1

ty

ty

s

M  của mô hình thỏa mãn 

 TM(a1u1(t)+ a2 u2(t)) = a1TM(u1(t))+a2TM(u2(t)), (1.2) 

trong đó a1,  a2∈R . Tính chất trên của mô hình tuyến tính, trong điều 
khiển, còn được gọi là nguyên lý xếp chồng. 

Ví dụ: Mô hình trạng thái cho đối tượng không dừng dạng 

TM: 
dt

xd = A(t)x  + B(t)u  

 y = C(t)x  + D( t)u  

với n biến trạng thái x(t) =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

)(

)(1

tx

tx

n

M và A(t), B(t), C(t), D(t) là những ma trận 

phụ thuộc thời gian t (phần tử của chúng là các hàm theo t), là một mô hình 
tuyến tính. Thật vậy, nếu với kích thích (đầu vào) u1(t) hệ có đáp ứng (đầu 
ra) )(

1
ty  và với kích thích u2(t) có đáp ứng )(

2
ty , tức là 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

111

11
1

)()(

)()(

utDxtCy

utBxtA
dt

xd

,     (1.3a) 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

222

22
2

)()(

)()(

utDxtCy

utBxtA
dt

xd

     (1.3b) 

thì với tín hiệu đầu vào 

 u(t)=a1u1( t)+a2u2( t), a1 ,a2∈R  

đầu ra sẽ là 

 )(ty =a1 )(
1

ty +a2 )(
2

ty ,  

vì từ (1.3) có 

 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=

+=

2222
2

2

21111
1

1

)()(

)()(

utDaxtAa
dt

xd
a

autBaxtAa
dt

xd
a

 

⇒ 
444 3444 21

dt
xd

dt

xd
a

dt

xd
a 2

2
1

1 + = [ ]
44 344 21

x

xaxatA 2211)( + + [ ]
44 344 21

u

uauatB 2211)( +  

⇒ y = utBxtC )()( + = [ ] [ ]22112211 )()( uauatBxaxatC +⋅++⋅  

  = [ ] [ ]
444 3444 21444 3444 21

2

222

1

111 )()()()(

yy

utBxtCautBxtCa +++ .  ο 

Cũng cần phải nhấn mạnh rằng ba lý do chính cho việc mô hình tuyến 
tính thường được sử dụng là: 

1) Mô hình càng đơn giản, càng tốn ít chi phí. Các tham số mô hình tuyến 
tính dễ dàng xác định được nhờ nhận dạng mà không cần phải đi từ 
những phương trình hóa lý phức tạp mô tả đối tượng. 

2) Tập các phương pháp nhận dạng tuyến tính rất phong phú và không phải 
tốn nhiều thời gian để thực hiện. 

3) Cấu trúc đơn giản của mô hình cho phép dễ dàng theo dõi được kết quả 
điều khiển đối tượng và chỉnh định lại mô hình cho phù hợp. Tính chất 
này đặc biệt rất cần thiết để thực hiện các bài toán điều khiển thích nghi. 
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Sau đây là các loại mô hình tuyến tính được sử dụng nhiều nhất khi nhận 
dạng đối tượng SISO không có nhiễu tác động (đối tượng chỉ có một tín 
hiệu vào u(t) và một tín hiệu ra y(t)−single input, single output): 

I.1. Dãy giá trị {gk} của hàm trọng lượng g(t) với gk=g(kTa), hoặc 
{hk} của hàm quá độ h(t) với hk=h(kTa), trong đó Ta là chu kỳ trích 
mẫu tín hiệu. Nhận dạng có nhiệm vụ thông qua việc quan sát (hoặc 
đo) các tín hiệu vào ra để xác định được {gk} hoặc {hk}. Do đặc thù 
như vậy, dạng bài toán nhận dạng này được xếp vào lớp bài toán nhận 
dạng mô hình không tham số (nonparametric identification). 

I.2. Hàm truyền đạt G(s), được hiểu là tỷ số giữa ảnh Laplace của đáp ứng 
với ảnh Laplace của kích thích và nó chính là ảnh Laplace của hàm 
trọng lượng g(t): 

 G(s) =
)(
)(

sU
sY = 1

1

1   

1   
b

a
a

nb
ns

n
n

b s b s
K

a s a s
e τ− + + +

+ + +

L

L
,  (1.4) 

trong đó nb≤  na  (nb ,  na  gọi là bậc mô hình) là điều kiện để đối 
tượng có khả năng tồn tại (theo nghĩa causal) và có thể đã biết trước, τ 
là ký hiệu chỉ thời gian trễ của đối tượng. Nhiệm vụ của nhận dạng là 
thông qua việc quan sát những tín hiệu vào ra (hoặc qua việc đo dãy 
giá trị {uk},{yk}) để xác định các tham số τ ,  K ,  b1 ,  b12 , K  ,

bnb , 

a1 ,  a2 ,  K  ,
ana cũng như bậc nb ,  na  (nếu nb ,  na  chưa cho trước) 

của mô hình. Các dạng bài toán này có tên gọi nhận dạng mô hình có 
tham số (parametric identification). 

I.3. Hàm truyền đạt G(z), được hiểu là tỷ số giữa ảnh z của dãy giá trị đáp 
ứng {yk}, yk=y(kTa),  với ảnh z của dãy giá trị kích thích {uk}, 
uk=u(kTa),   

 G(z) =
)(
)(

zU
zY =

1
1

1
1

1   

1   

b
b

a
a

n
nl

n
n

b z b z
K

a z a z
z

−−
−

−−

+ + +

+ + +

L

L
,  (1.5) 

trong đó z= asTe và Ta  là chu kỳ trích mẫu tín hiệu. Khi l=0, mô hình 
(1.5) trên được gọi là mô hình ARMA. Nhận dạng có nhiệm vụ thông 
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qua việc quan sát những tín hiệu vào ra để xác định tham số của mô 
hình. Bởi vậy bài toán này cũng thuộc lớp bài toán nhận dạng mô 
hình có tham số. 

Trường hợp đối tượng nhận dạng bị tác động bởi nhiễu thì thông thường 
có hai biện pháp để giải quyết: 

1) Loại bỏ ảnh hưởng nhiễu n(t) thông qua cực tiểu hóa phiếm hàm đánh 
giá sai lệch giữa mô hình và đối tượng. 

2) Mô hình hóa tín hiệu nhiễu. Mặc dù nhiễu n(t) là tín hiệu không xác 
định được một cách tổng quát, song phần lớn các nhiễu tồn tại trong tự 
nhiên lại thuộc lớp hàm có ảnh z mô tả được dưới dạng: 

 N(z) = H(z)W(z), 
trong đó W(z) là ảnh z  của tín hiệu ồn trắng (white noise) và H(z) là mô 
hình của nhiễu. 

Kết hợp với (1.5) cho các trường hợp H(z) khác nhau ta có: 

II.1. Mô hình ARX: 

 G(z) =
1

1
1

1

1   

1   

( )

b
b

a
a

n
nl

n
n

b z b z
K

a z a z

A z

z
−−

−
−−

+ + +

+ + +

L

L
1444442444443

,  H(z) =
)(

1
zA

. (1.6) 

II.2. Mô hình ARMAX: 

 G(z) =
1

1
1

1

1   

1   

( )

b
b

a
a

n
nl

n
n

b z b z
K

a z a z

A z

z
−−

−
−−

+ + +

+ + +

L

L
1444442444443

,  H(z) =
)(
)(

zA
zC . (1.7) 

trong đó 
 C(z) = c

c
n

n zczc −− +++   1 1
1 L  

II.3. Mô hình Box−Jenkin: 

 G(z) =
1

1
1

1

1   

1   

b
b

a
a

n
nl

n
n

b z b z
K

a z a z
z

−−
−

−−

+ + +

+ + +

L

L
,  H(z) =

)(
)(

zF
zC . (1.8) 

trong đó 
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 C(z) = c
c

n
n zczc −− +++   1 1

1 L    và  F(z) = f
f

n
n zfzf

−− +++   1 1
1 L  

1.1.3  Mô tả sai lệch giữa mô hình và đối tượng thực 

Trong một bài toán nhận dạng, sai lệch giữa đối tượng thực T và mô hình 
TM thường được biểu diễn qua: 

1) Sai lệch đầu ra. Đây là cách biểu diễn dễ chấp nhận nhất, trực quan, 
song bị hạn chế do tính phức tạp của mô hình sai lệch và sự phi tuyến 
giữa các tham số cần nhận dạng với đại lượng sai lệch e(t). Mô hình sai 
lệch đầu ra thường được sử dụng cho các bài toán nhận dạng có mô hình 
tĩnh, bài toán xác định điểm lấy mẫu của chuỗi Voltera hay bài toán 
quan sát điểm trạng thái, K. 

Bài toán nhận dạng bây giờ được phát biểu cụ thể hơn là thông qua 
việc quan sát các tín hiệu vào ra, hãy xác định mô hình TM sao cho: 

a) Bình phương năng lượng của sai lệch nhỏ nhất: 

 Q = [ ]∫
∞

∞−
− dttyty M

2)()( → min!,    (1.9a) 

b)  Giá trị trung bình của bình phương năng lượng sai lệch nhỏ nhất: 

 Q = [ ]∫
−∞→

−
T

TT
dttyty

T M
2)()(

2
1

lim → min!,   (

Nếu việc quan sát tín hiệu được thực hiện bằng cách đo rời rạc dãy giá 
trị các tín hiệu vào/ra thì hai công thức trên được cải biên một cách phù 
hợp thành 

a)  Q = [ ]∑
∞

−∞=
−

k
aa kTykTy M

2)()( → min!,   (1.9c) 

b)  Q = [ ]∑
−=∞→

−
+

N

Nk
aa

N
kTykTy

N M
2)()(

12
1

lim → min!, (1.9d) 

trong đó Ta là chu kỳ trích mẫu tín hiệu. 

2) Sai lệch tổng quát e(t). Đây là loại sai lệch rất được ưa dùng trong các 
bài toán nhận dạng tham số với mô hình tuyến tính động vì loại sai lệch 
này biểu diễn được quan hệ tuyến tính giữa các tham số cần xác định với 
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những giá trị đo được  {yk}, {uk} như 
hình 1.8 mô tả, trong đó A(s), B(s) là hai 
đa thức của mô hình tham số kiểu (1.4) 

 G(s) =
),(
),(

asA
bsB =

a
a

b
n

n

bn
n

sasaa

sbsbb

+++

+++

  

  

10

10

L

L ,  

với  a=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ana

a

M
0

,  b=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

bnb

b

M
0

.  Sai lệch e(t) khi 

đó sẽ được biểu diễn thông qua ảnh 
Laplace của nó là E(s) thành 
 E(s) = U(s)B(s ,b)  −  Y(s)A(s ,a).  

Trong nhiều tài liệu, sai lệch e(t) còn được gọi là sai lệch dự báo tuyến 
tính. 

Bài toán đặt ra là qua việc quan sát các tín hiệu vào ra, xác định những 
vector tham số a, b sao cho 

a) Bình phương năng lượng của sai lệch là nhỏ nhất: 

 Q = ∫
∞

∞−
dtte 2)( → min!,     (1.10a) 

và nếu áp dụng công thức Paserval 

 ∫
∞

∞−

dtte 2)(  = ∫
∞

∞−

ωω
π

djE 2)(
2
1  

thì (1.9a) còn được tính trực tiếp trong miền phức bằng 

 Q = ∫
∞

∞−

ωω
π

djE 2)(
2
1 → min!.    (1.10b) 

trong đó E(jω) là ảnh Fourier của e(t). 

b) Giá trị trung bình của bình phương năng lượng sai lệch là nhỏ nhất: 

 Q = ∫
−∞→

T

TT
dtte

T
2

)(
2
1

lim = ∫
−∞→

T

TT
dtjE

T
2

)(
 4

1
lim ω

π
→ min!, (1.10c) 

Cũng tương tự như ở trường hợp 1), khi việc quan sát tín hiệu được 
thực hiện bằng cách đo rời rạc dãy giá trị các tín hiệu vào/ra thì những 
công thức trên sẽ được sửa đổi thành 

nhiễu 

E(s) 

Y(s) U(s)

Hình 1.8: Sai lệch tổng quát. 

T 
Đối tượng 

B(s) A(s) 
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a) Q = [ ]∑
∞

−∞=k
akTe 2)( → min!,    (1.10d) 

b)  Q = [ ]∑
−=∞→ +

N

Nk
a

N
kTe

N
2)(

12
1

lim → min!,  (1.10e) 

3) Sai lệch đầu vào. Là loại sai lệch thường được dùng cho lớp các bài toán 
nhận dạng không có nhiễu đầu ra. Loại sai lệch đầu vào, do phải xác 
định mô hình ngược 1−

MT  thay vì TM nên có những hạn chế của nó và 
cho tới giữa thập niên 90 ít được sử dụng trong thực tế. Khoảng từ năm 
1992 trở lại đây, với sự ra đời của kỹ thuật đại số điều khiển vi phân, sự 
hạn chế này đã dần có phần được cải thiện. 

1.2 Phân lớp các bài toán nhận dạng 

Theo định nghĩa của Zadeh về nhận dạng thì có ba tiêu chuẩn phân loại 
một bài toán nhận dạng như sau: 

− phân theo loại các tín hiệu đã quan sát được, 
− phân theo lớp các mô hình thích hợp, 
− phân theo dạng sai số giữa đối tượng thực và mô hình. 

Thêm vào đó khi tiến hành nhận dạng một đối tượng còn cần phải chú ý 
tới các điều kiện khách quan do yêu cầu kỹ thuật như: 

− thời gian quan sát tín hiệu không thể lớn tùy ý, 
− tín hiệu quan sát được thường bị chặn. 

Để cụ thể hoá những khái niệm trên của Zadeh, hãy xét một ví dụ. Chẳng 
hạn có một đối tượng T cần được nhận dạng. Đối tượng T được giả thiết, 
hoặc từ phương pháp lý thuyết xác định được (thông tin A−priori) là SISO 
(single input single output / một vào một ra), tham số hằng và ổn định. 
Nhiệm vụ của nhận dạng là trong lớp các mô hình thích hợp M1 (lớp các mô 
hình động học có tham số hằng và ổn định), chỉ nhờ vào quan sát các tín 
hiệu vào ra u(t) và y(t), xác định một mô hình TM∈M1 cho đối tượng sao 
cho sai số giữa mô hình TM và đối tượng thật T, được ký hiệu bởi S(T,TM), 
là nhỏ nhất. 
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Ta có bài toán nhận dạng thứ nhất như sau: 

1) Qua quan sát tín hiệu vào ra u(t) và y(t), tìm TM∈M1 để có S (T,TM )→ 
min!. 

Nếu như ngoài các tín hiệu vào ra, tác động tới đối tượng còn có nhiễu 
n(t) làm cho tín hiệu thu được đầu ra y(t) có sai lệch so với tín hiệu thật y0(t) 
thì bài toán nhận dạng này còn có thêm nhiệm vụ không đơn giản chút nào 
là tách sự ảnh hưởng của nhiễu n(t) vào y0(t). Ta có bài toán nhận dạng thứ 
hai: 

2) Qua quan sát tín hiệu vào ra u(t), y(t) để lọc ra y0(t) hãy tìm TM∈M1 
theo u(t) và y0(t) sao cho S(T,TM ) → min!. 

Thông thường, ở những bài toán nhận dạng có nhiễu như bài toán 2, mà ở 
đó y0(t) không tách được  ra khỏi y(t) thì bắt buộc phải xác định TM ∈M1 
phụ thuộc vào u(t), y(t) và sau đó mới đánh giá sự ảnh hưởng của nhiễu n(t) 
vào kết quả. 

Với giả thiết thêm rằng từ thông tin A−priori của phương pháp lý thuyết 
người ta còn được biết thêm là đối tượng tuyến tính, thì lớp các mô hình 
thích hợp bây giờ là tập con M2 ⊂M1 chỉ gồm các mô hình động học tuyến 
tính có tham số hằng và ổn định. Bài toán nhận dạng ban đầu được đơn giản 
thành: 

3) Qua quan sát tín hiệu vào ra u(t), y(t) để lọc ra y0(t), xác định TM ∈M2 
theo u(t) và y0(t) sao cho S(T,TM) → min!. 

Tiếp tục, nếu như sai số S(T,TM) được cho cụ thể là sai lệch đầu ra với 
phương trình biểu diễn (1.8) thì sẽ có được bài toán số 4 như sau: 

4) Qua quan sát tín hiệu vào ra u(t), y(t) để lọc ra y0(t), hãy tìm TM ∈M2 

theo u(t) và y0(t)  sao cho Q= [ ]∫
∞

−
0

2
0 )()( dttyty M → min!. 

Giả thiết thêm rằng từ thông tin A−priori có được mô hình thích hợp là 
mô hình tham số hằng, chẳng hạn như TM có đặc tính tần là hàm hữu tỷ 
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phức với vector tham số a, b thì lớp các mô hình thích hợp bây giờ sẽ là tập 
con M3 ⊂M2 chỉ gồm các hàm hữu tỷ phức G( jω,a,b). 

Nếu ký hiệu Y0(jω) cho ảnh Fourier của y0(t),  U(jω) là ảnh của u(t) thì 
bài toán 4 trở thành bài toán nhận dạng mô hình tham số được phát biểu như 
sau: 

5) Qua quan sát tín hiệu vào ra u(t), y(t) để lọc ra y0(t), xác định vector 

tham số a, b để có ∫
∞

∞−

ωω
π

djE
2

)(
2
1  →  min!. 

Như vậy, qua ví dụ với năm bài toán trên có thể nhận thấy, từ một vấn đề 
xây dựng mô hình động học cho đối tượng T, với những thông tin A−priori 
khác nhau là những bài toán nhận dạng khác nhau. 

Trong cả năm bài toán được nêu trên, khi nhận dạng, ta đều phải đo cả tín 
hiệu vào và tín hiệu ra. Bởi vậy những bài toán đó rất phù hợp với các điều 
kiện nhận dạng bị động (passive), hay còn gọi nhận dạng trực tuyến 
(on−line) của điều khiển thích nghi mà ở đó đối tượng nhận dạng không thể 
tách riêng ra khỏi hệ thống cũng như quá trình nhận dạng phải được thực 
hiện song song cùng với quá trình làm việc của toàn bộ hệ thống. 

Nếu như điều kiện cho phép tách đối tượng ra khỏi hệ thống khi nhận 
dạng thì để tránh việc phải đo tín hiệu vào (và do đó bớt đi một sai số đo) ta 
có thể chủ động kích thích đối tượng bằng một tín hiệu vào thích hợp và chỉ 
phải đo tín hiệu ra. Những dạng bài toán nhận dạng như vậy được gọi là 
kiểu nhận dạng chủ động (active) hay nhận dạng không trực tuyến 
(off−line). Một trong những tín hiệu đầu vào thường hay được sử dụng khi 
nhận dạng chủ động là tín hiệu ồn trắng, tức là loại tín hiệu có mật độ phổ là 
hằng số ở mọi giá trị tần số. 

1.3 Quá trình ngẫu nhiên 

1.3.1 Khái niệm 

Khi đo tín hiệu vào/ra, trạng thái để nhận dạng đối tượng hay hệ thống, 
kết quả nhận dạng sẽ phụ thuộc rất nhiều vào tính chính xác của các phép đo 
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này. Khác với loại tín hiệu tiền định là với những điều kiện đo như nhau các 
phép đo sẽ cho ra cùng một kết quả thì khi đo tín hiệu ngẫu nhiên, mặc dù 
các phép đo đều được thực hiện trong cùng một điều kiện, các kết quả đo sẽ 
rất khác nhau. Ví dụ để đo được tín hiệu x(t) người ta có thể nhận được rất 
nhiều (thậm chí không đếm được) các hàm thời gian khác nhau. Điều này 
gây không ít khó khăn cho việc mô tả và xử lý chúng. 

Tuy nhiên, nếu biết được thêm rằng các hàm thời gian nhận được này có 
cùng một tính chất E nào đó đặc trưng cho tín hiệu x(t) thì việc mô tả tín 
hiệu x(t) có thể được thay bằng việc mô tả tập hợp x(t) của tất cả các hàm 
thời gian có cùng tính chất E trên. Tập x(t) được gọi là một quá trình ngẫu 
nhiên, trong đó tín hiệu x(t) nhận được chỉ là một phần tử (hình 1.10). 

1.3.2 Các tham số của quá trình ngẫu nhiên  

Một quá trình ngẫu nhiên x(t) được mô tả một cách đầy đủ bởi các hàm 
phân bố. 

1) Hàm phân bố bậc một 

 F(x, t) = P(x(t) ≤ x)     (1.11) 

xác định xác suất xuất hiện hàm thời gian mà tại thời điểm t có giá trị 
không lớn hơn giá trị x cho trước. 

2) Hàm phân bố bậc cao 

F(x1, x2 , … , xn, t1, t2 , … , tn) = P(x(t1) ≤ x1 , x(t2) ≤ x2 , … , x(tn) ≤ xn) 

xác định xác suất xuất hiện hàm thời gian mà tại thời điểm tk có giá trị 
không lớn hơn giá trị xk , cho trước k = 1, 2, … , n. 

Đạo hàm của các hàm phân bố 

 f(x, t) = 
t

txF
 

),( 
∂

∂       (1.12a) 

 f(x1, x2 , … , xn, t1, t2 , … , tn) = 
n

n

xx
F

    1 ∂∂
∂
L

 (1.12b) 
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được gọi là mật độ phân bố . Đối với f(x ,  t) thì từ một giá trị Δx>0 cho 
trước, tích f(x,t)Δx  sẽ cho biết xác suất xuất hiện hàm thời gian nhận được 
trong khi đo tín hiệu mà tại thời điểm t có giá trị nằm trong khoảng[x, x+Δx ] 

Cho hai quá trình ngẫu nhiên x(t) và y(t). Cũng tương tự như với một quá 
trình, hàm phân bố cho hai quá trình ngẫu nhiên 
 F(x, y , t1, t2) = P(x(t1) ≤ x , y(t2) ≤ y) 
được hiểu là xác suất xuất hiện hàm thời gian của x(t) mà tại thời điểm t1 có 
giá trị không lớn hơn giá trị x và của y(t) mà tại thời điểm t2 có giá trị không 
lớn hơn giá trị y. 

Mặc dù các hàm phân bố đã có thể mô tả được đầy đủ tập x(t), song nó 
vẫn còn quá phức tạp. Bởi vậy, thay vì phải xác định cụ thể các hàm phân 
bố người ta thường hay xác định các tham số ngẫu nhiên đặc trưng của nó. 
Với một lớp các hàm phân bố đặc biệt (ví dụ hàm Gauss) hoàn toàn có thể 
từ các tham số này xác định được chính xác các hàm phân bố. 

Những tham số ngẫu nhiên của những hàm phân bố bao gồm: 

1) Giá trị trung bình: 

 mx(t) = M[x(t)] = ∫
∞

∞−

⋅ dxtxfx ),(     (

2) Hàm tự tương quan: 

 rx(t1, t2) = M[x(t1)x(t2)] = [ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
21212121 ),,,( dxdxttxxfxx . (1.14) 

Hàm tự tương quan chính là giá trị trung bình của mối tương quan giữa 
x(t) tại thời điểm t1 với x(t) tại thời điểm t2 . 

3) Hàm phương sai: 

 cx(t1, t2) = M[(x(t1) − mx(t1))(x(t2) − mx(t2))]   (

  = ( ) ( )[ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

⋅−⋅− 2121211111 ),,,()()( dxdxttxxftmxtmx xx  

4) Giá trị tản mát: )(2 txσ  = rx(t, t). (1.16) 

5) Hàm hỗ tương quan: 
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  rxy(t1, t2) = M[x (t1)y(t2)] = [ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

⋅ dxdyttyxfxy ),,,( 21  (1.17) 

6) Hàm  hiệp phương sai: 

       cxy(t1, t2) = M[(x(t1) − mx(t1))(y(t2) − mx(t2))] = 

  = ( ) ( )[ ]∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

⋅−⋅− dxdyttyxftmytmx yx ),,,()()( 2111  (1.18) 

Có thể kiểm chứng được ngay rằng 

 cx(t1 ,t2) = rx(t1 ,  t2) −  mx(t1) ⋅  mx(t2)  (1.19) 

 cxy(t1 ,t2) = rxy( t1 , t2) −  mx(t1) ⋅mxy(t2)  (1.20) 

Hai quá trình ngẫu nhiên x(t) và y(t) được gọi là không tương quan, nếu 

 cxy(t1 ,t2) = 0, tức là  rxy(t1 ,  t2) = mx(t1) ⋅my(t2).   (1.21) 

Một quá trình ngẫu nhiên x(t), nếu có các tham số ngẫu nhiên không phụ 
thuộc vào điểm gốc thời gian, tức là không thay đổi giá trị khi trục thời gian 
được tịnh tiến một khoảng τ bất kỳ, thì quá trình đó được gọi là quá trình 
ngẫu nhiên dừng. 

Một quá trình ngẫu nhiên dừng x(t) có các tính chất sau: 
a) f(x, t) = f(x, t+τ)  với mọi τ ∈ R.   (1.22) 

b) mx(t) =  hằng số =: mx ,  trong đó ký hiệu =: chỉ phép gán. (1.23) 
c) rx(t1, t2) = rx(0, t2 − t1) =: rx(τ).   (1.24) 
d) cx(t1, t2) =: cx(τ) = rx(τ) − 2

xm .   (1.25) 

e) )(2 txσ  = rx(0) − 2
xm  = hằng số =: 2

xσ .  (1.26) 

Hai quá trình ngẫu nhiên x(t) và y(t) được gọi là cùng nhau dừng, nếu 
chúng là những quá trình dừng và hàm hỗ tương quan rxy(t1,t2) không thay 
đổi giá trị khi tịnh tiến trục thời gian một khoảng τ bất kỳ, tức là 

 rxy(t1, t2) = rxy(0, t2 − t1) =: rxy(τ) = M[x(t)y(t+τ)] (1.27) 

Có thể thấy ngay được rằng, với hai quá trình cùng nhau dừng x(t), y(t) 
có: 
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 cxy(t1, t2) =: cxy(τ) = rxy(τ) − mxmy .  (1.28) 

Một quá trình ngẫu nhiên x(t), nếu các tham số ngẫu nhiên thay vì  phải 
xác định từ toàn bộ tập hợp x(t) có thể được xác định chỉ với một phần tử 
đại diện x(t) bất kỳ của tập, được gọi là quá trình ngẫu nhiên egodic. Những 
quá trình ngẫu nhiên egodic phải là các quá trình dừng (điều ngược lại 
không đúng) và có các tính chất sau: 

a)  mx = ∫
−∞→

T

TT
dttx

T
)(

2
1

  lim
 

.     (1.29) 

b)  rx (τ) = ∫
−∞→

+
T

TT
dttxtx

T
)()(

2
1

  lim
 

τ .    (

c) rx(τ) là hàm chẵn và rx(0) ≥ ⏐rx(τ)⏐.   (
d)  2

 
)( lim xx mr =

∞→
τ

τ
      (1.32) 

e)  rxy(τ) = ∫
−∞→

+
T

TT
dttytx

T
)()(

2
1

  lim
 

τ .    (

f)  rxy(−τ) =  ryx(τ)      (1.34) 

g)  ⏐rxy(τ)⏐ ≤ 
2
1 [ rx(0) + ry(0)].    (

h) 
 

lim  ( )xy x yr m m
τ

τ
→ ∞

= , nếu x(t) và y(t+τ) khi τ → ∞ không tương quan. 

Các quá trình ngẫu nhiên được xét trong kỹ thuật thường được giả thiết là 
các quá trình egodic và từ nay về sau, mọi quá trình ngẫu nhiên trong quyển 
sách này, nếu không nói một cách chi tiết sẽ được hiểu là quá trình egodic.  

ảnh Fourier Sx(jω) của hàm tự tương quan rx(τ) của quá trình ngẫu nhiên 
egodic x(t) được gọi là mật độ phổ hợp của tín hiệu. Do rx(τ) là một hàm 
chẵn nên Sx(jω) là một hàm thực (xem phần bài tập trong chương sau). Bởi 
vậy thay vì Sx(jω) người ta thường chỉ viết Sx(ω). 

ảnh Fourier Sxy(jω) của hàm hỗ tương quan rxy(τ) giữa hai quá trình 
ngẫu nhiên egodic x(t), y(t) được gọi là mật độ phổ chéo của tín hiệu. Chú ý 
rằng khác với mật độ phổ hợp Sx(ω), mật độ phổ chéo Sxy(jω) nói chung là 
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một số phức. Định nghĩa về ảnh Fourier của một hàm thời gian cũng như 
tính chất của nó sẽ được trình bày trong chương tiếp theo. 

Một quá trình ngẫu nhiên egodic x(t) có hàm tự tương quan dạng “hàm” 
dirac 
 rx(τ) = kδ(τ), 

 nói cách khác nó có mật độ phổ hợp là một hằng số 

 Sx(jω) = k, 

thì quá trình ngẫu nhiên đó được gọi là quá trình ồn trắng. Mỗi phần tử của 
một quá trình ồn trắng có tên là tín hiệu ồn trắng. 

1.3.3  Đại lượng đánh giá lượng thông tin có trong nguồn phát tín 
hiệu ngẫu nhiên 

Một tín hiệu có khả năng truyền tải được nhiều thông tin cùng một lúc. 
Để tránh nhầm lẫn, ta sẽ gọi những thông tin được phát cùng một lúc trên 
đường tín hiệu là một tin tức. Qua đường tín hiệu, tin tức được truyền từ nơi 
phát (nguồn thông tin) đến nơi nhận. Vậy làm thế nào mà chỉ từ nơi nhận tin 
tức và cũng chỉ thông qua tín hiệu nhận được ta có thể đánh giá được lượng 
thông tin của nguồn phát? 

Hãy xem minh họa ở hình 1.11 làm ví dụ. Giả sử nguồn phát A có m 
thông tin (tập A có m phần tử). Tin tức sẽ được “chế biến” từ m thông tin 
này và gửi sang nơi nhận B. Mỗi tin tức là một tập con. Số các tin tức (hay 
tập con của A) có i thông tin (phần tử) chính là i

mC , i=0,1, K , m. Bởi vậy 
số tin tức tối đa mà B có thể nhận được bằng 

 N= ∑
=

m

i

i
mC

0
= 2m 

Đặt ngược lại vấn đề. Nếu B nhận được N tin tức thì lượng thông tin của 
nguồn phát A ít nhất là log2N .  Người ta nói lượng thông tin mà B nhận được 
từ A qua N tin tức là 

 1
~
H =log2N        (1.36) 
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Như vậy đại lượng 1
~
H  là một độ đo cho lượng thông tin của nguồn phát 

A thông qua tập các tin tức mà B nhận được. Đại lượng này có tên là 
Entropie loại 1 với đơn vị đo là bit. 

Ký hiệu N các tin tức mà B nhận được là x1, K , xN và có để ý đến xác 
suất p(xi) mà tin tức thứ i được truyền, năm 1947 Shannon đã mở rộng công 
thức (1.36) để xác định lượng thông tin nguồn phát có tính đến tính ngẫu 
nhiên phát tin như sau 

 2
~
H = − ∑

=

N

i
ii xpxp

1
2 )(log)(      (1.37) 

và được gọi là Entropie loại 2. Trường hợp tất cả N tin tức x1, K , xN  được 
phát với cùng xác suất như nhau 

 p(x1) = L = p(xN) =
N
1  

thì với (1.37) có 

 2
~
H =− ∑

=

N

i
ii xpxp

1
2 )(log)( =− ∑

=

N

i NN1
2

1
log

1 =log2N= 1
~
H  

và do đó (1.37) không mâu thuẫn với (1.36). 

Xuất xứ, hai công thức (1.36), (1.37) được định nghĩa như là một độ đo 
cho lượng thông tin của một nguồn phát. Thực tế, chúng lại có ý nghĩa sử 
dụng nhiều hơn trong việc so sánh và xác định xem nguồn phát nào nhiều 
thông tin hơn trong số các nguồn phát đã có. Mặt khác việc tính lnN lại 
thông dụng hơn log2N. Bởi vậy ý nghĩa sử dụng của (1.36), (1.37) sẽ không 
thay đổi nếu chúng được nhân với hằng số ln2 để xuất hiện lnN. Ta đi đến 
công thức “cải biên” có tính phổ thông hơn như sau: 

 H1  =lnN       (1.38) 

và H2  = − ∑
=

N

i
ii xpxp

1
)(ln)(      (1.39) 

Tương tự, khái niệm Entropie loại 1 đã được Smylie định nghĩa thành đại 
lượng đo lượng thông tin có trong nguồn phát một quá trình ngẫu nhiên 
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(egodic) x(t), mà ở đó mỗi một tin tức x(t) là một hàm liên tục theo t, như 
sau 

 H1= ∫
∞

∞−

ωω  )(ln dSx .      (1.40) 

Cũng như vậy, khái niệm Entropie loại 2 cho lượng thông tin của nguồn 
phát quá trình ngẫu nhiên x(t) là: 

 H2=− ∫
∞

∞−

ωωω dSS xx )(ln)( .    (1.41) 

Câu hỏi ôn tập và bài tập 

1. Thế nào là một bài toán nhận dạng bị động mô hình có tham số, một 
bài toán nhận dạng chủ động mô hình không có tham số?. Nêu ví dụ 
minh họa. 

2. Xét đối tượng điều khiển là một hệ cơ gồm lò xo c và một vật khối 
lượng m. Vật sẽ chuyển động trên trục nằm ngang dưới tác động của 
lực F (hình 1.12). Lực F được xem như là tín hiệu vào và quãng đường 
s mà vật đi được là tín hiệu ra (đáp ứng của đối tượng). Hãy xác định 
lớp các mô hình thích hợp mô tả đối tượng. Để có được một mô hình 
cụ thể tương đối chính xác cho đối tượng thì người ta phải làm gì 
thêm?. 

3. Hãy xác định lớp các mô hình thích hợp cho hệ cơ ở hình 1.13 gồm 1 
lò xo, một vật có khối lượng m và  khâu suy giảm vận tốc d. Tín hiệu 
vào của hệ là lực u(t) tác động vào vật, tín hiệu ra là quãng đường y(t) 
mà vật đi được. Để có được một mô hình cụ thể tương đối chính xác 
cho đối tượng thì người ta phải làm gì thêm và như thế nào?. 

4. Giả sử rằng từ các thông tin A−priori ban đầu người ta đã xác định 
được rằng một đối tượng tuyến tính sẽ có mô hình dạng 

G(s) = 
Ts

k
+1

 

Kích thích đối tượng bằng một tín hiệu 1(t) tại đầu vào người ta thu 
được đáp ứng y(t) như ỏ hình 1.14. Hãy tìm các tham số k và T cho mô 
hình trên. 
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5. Hãy chứng minh các công thức (1.22)÷ (1.26) về tính chất của quá 
trình ngẫu nhiên dừng và (1.29)÷(1.35) về tính chất của quá trình ngẫu 
nhiên egodic. 

6. Có thể nói một quá trình ngẫu nhiên egodic cũng là một quá trình ngẫu 
nhiên dừng được không và tại sao? 

7. Một quá trình ngẫu nhiên dừng có phải là một quá trình ngẫu nhiên 
egodic không và tại sao? 

8. Một người đi xe máy có 4 số s1=0, s2=1, s3=2 và s4=3. Biết rằng xác 
suất sử dụng các số của người đó là p(s1)=0,08; p(s2)=0,12 ; p(s3)=0,3 
và p(s4)=0,5. Hãy tính lượng thông tin (Entropie) đánh giá việc sử 
dụng số của người lái xe này. 

 

 

 

 



2 Nhận dạng mô hình không tham số nhờ phân tích phổ tín hiệu 

Ký hiệu h(t) là hàm quá độ của đối tượng, tức là đáp ứng của đối tượng 
khi được kích thích bởi tín hiệu Heaviside tại đầu vào 

1(t) = 1  khi  0
0  khi  0

t
t

≥⎧
⎨ <⎩

 

Theo định nghĩa nêu ngay từ chương mở đầu thì việc mô hình hóa đối tượng 
chính là việc mô tả ánh xạ giữa tín hiệu vào u(t) và tín hiệu ra y(t): 

TM: u(t) a y(t) 

Với đối tượng tuyến tính, ánh xạ trên sẽ được mô tả bởi tích phân Duhamel: 

y(t) = ∫ −
t

duth
dt
d

0

)()( τττ , 

tức là thông qua h(t) ta luôn xác định được y(t) từ tín hiệu đầu vào u(t). Bởi 
vậy hàm quá độ h(t) đã mô tả đầy đủ đối tượng và do đó nó có thể được xem 
như là một mô hình (không tham số) của đối tượng. 

Cũng như vậy, nếu gọi g(t) là hàm trọng lượng, tức là đáp ứng của đối 
tượng khi được kích thích bởi tín hiệu dirac δ(t) tại đầu vào 

 
dt

tdh
t

)(
)( =δ        (2.1) 

thì ánh xạ TM : u(t) a y(t) mô tả quan hệ vào/ra sẽ là 

y(t) = u(t)h(0)+ ∫ −
t

dtgu
0

)()( τττ . 

Nói cách khác, giống như h(t), thông qua g(t) ta luôn có được y(t) từ u(t) và 
do đó g(t) cũng có thể được xem như là một mô hình không tham số của đối 
tượng. 
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Như vậy, việc nhận dạng mô hình không tham số sẽ đồng nghĩa với việc 
nhận dạng hàm quá độ h(t) hay hàm trọng lượng g(t). Một trong những 
phương pháp nhận dạng mô hình không tham số đơn giản nhất cho đối 
tượng tuyến tính là phương pháp chủ động (active) xác định hàm quá độ h(t) 
bằng cách kích thích đối tượng với tín hiệu Heaviside tại đầu vào rồi đo tín 
hiệu đầu ra. Hình 2.1 là một ví dụ minh họa kết quả nhận dạng chủ động mô 
hình không tham số h(t) của động cơ xoay chiều ba pha theo cách thức vừa 
trình bày trong trường hợp lý tưởng rằng không có nhiễu tác động vào đối 
tượng và các phép đo là chính xác 100%. 

 

 

 

  

 

 

 

 

Tuy nhiên, không phải lúc nào cũng có các điều kiện lý tưởng để áp dụng 
được phương pháp nhận dạng chủ động. Trong bài toán nhận dạng thực tế 
người ta luôn phải tính tới khả năng có nhiễu tác động lên đối tượng, cũng 
như lỗi hoặc nhiễu có lẫn trong giá trị của phép đo tín hiệu dẫn tới kết quả 
thu được có sai số ảnh hưởng tới sự ứng dụng sau này của mô hình. Mặt 
khác bài toán nhận dạng chủ động luôn yêu cầu đối tượng phải được tách rời 
khỏi hệ thống và phải được kích thích bằng một tín hiệu chọn trước mà điều 
này không phải lúc nào cũng thực hiện được. Từ lý do đó, ở đây chúng ta sẽ 
không đi sâu thêm vào những phương pháp chủ động nhận dạng mô hình 
không tham số với những tín hiệu mẫu đặt trước ở đầu vào, mà thay vào đó 
là các phương pháp nhận dạng bị động (passive) có khả năng loại bỏ ảnh 

h(t) (vòng/phút)

1500

t (giây) 

300

600

900

1200

4 8 12 

Hình 2.1: Kết quả nhận dạng chủ động mô hình 
không tham số cho động cơ xoay chiều ba 
pha. 
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hưởng của nhiễu trong quá trình nhận dạng và một trong các phương pháp 
như vậy là nhận dạng bằng phân tích phổ tín hiệu. 

Với (2.1) thì từ g(t) ta cũng suy ra được h(t) và ngược lại nên bài toán 
nhận dạng mô hình không tham số sẽ được gọi là đã giải quyết xong nếu 
như đã xác định được g(t) hay ảnh Fourier G(jω) của nó. Chương này sẽ 
trình bày các phương pháp nhận dạng đường đặc tính tần G(jω) cũng như 
dãy các giá trị {Gn} với Gn =G(jnΩ) cho một đối tượng tuyến tính cần nhận 
dạng trên cơ sở quan sát cả hai tín hiệu vào và ra (nhận dạng passive/ hay 
on−line), bao gồm các nội dung sau: 
− Nhận dạng mật độ phổ tín hiệu bằng kỹ thuật DFT. Đánh giá sai số và 

các kỹ thuật làm giảm sai số. 
− Xác định hàm trọng lượng, hàm quá độ từ phổ tín hiệu theo thuật toán 

cực tiểu sai lệch. 

Sau khi đã có đường đặc tính tần Gn =G(jnΩ) mô tả đối tượng, trong 
chương 3 chúng ta sẽ làm quen tiếp các phương pháp khác nhằm xác định 
cấu trúc mô hình cũng như tham số của nó từ mô hình không tham số đã thu 
được. 

2.1 Toán tử Fourier rời rạc (DFT) 

Toán tử Fourier rời rạc (discret Fourier transformation − DFT) là một 
trường hợp đặc biệt của toán tử Fourier liên tục (CFT), được sử dụng để 
phân tích tín hiệu rời rạc có thời gian sống hữu hạn, ví dụ như  những tín 
hiệu chỉ tồn tại trong một miền thời gian giới nội [0,T), ngoài miền này thì 
được coi là bằng 0.  

Những tín hiệu rời rạc, có thời gian sống hữu hạn x(t) đều có thể biểu 
diễn được dưới dạng một dãy số hữu hạn {xk}, k = 0, 1, K , N−1 rất tiện 
cho việc xử lý chúng trên máy tính. Sự bùng nổ ứng dụng của máy tính 
trong các ngành kỹ thuật hiện nay đã đưa DFT lên vị trí số một trong tự 
động hóa phân tích và xử lý thông tin, tín hiệu. 
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Tuy nhiên, phần lớn các tín hiệu có trong tự nhiên lại đều tồn tại dưới 
dạng liên tục, và chỉ vì để tiện cho khâu tự động xử lý chúng mà người ta đã 
phải rời rạc hóa cũng như hữu hạn hóa thời gian sống của nó, biến nó thành 
một tín hiệu rời rạc, có miền xác định giới nội. Điều đó đã làm cho ảnh 
Fourier, hoặc phổ của tín hiệu thu được nhờ toán tử DFT, có chứa sai số so 
với phổ tính bằng toán tử Fourier liên tục. Việc phân tích sai số của DFT và 
đề ra các phương pháp làm giảm sai số đó là nhiệm vụ chính của sự ứng 
dụng toán tử DFT. 

Sau đây, một số kết quả chính của việc  nghiên cứu này sẽ được trình bầy 
bao gồm: 

− DFT là dạng toán tử Fourier liên tục (CFT) theo quan điểm hàm mở 
rộng, 

− sai số của DFT so với CFT do việc rời rạc hóa tín hiệu sinh ra − hiệu 
ứng trùng phổ (aliasing), 

− sai số của DFT so với CFT do việc hữu hạn hóa thời gian sống sinh ra 
− hiệu ứng rò rỉ (leakage), 

trong đó DFT sẽ được xây dựng bằng cách xem nó là toán tử Fourier liên 
tục trên quan điểm lý thuyết hàm mở rộng dirac δ(t). 

2.1.1 Hàm mở rộng dirac 

Có thể nói rằng, nhờ có lý thuyết hàm mở rộng (distributions) mà bản 
chất toán học của "hàm số" dirac �(t) mới được hiểu một cách chặt chẽ và 
tổng quát.  Thế tại sao không có khái niệm hàm mở rộng thì bản chất hàm 
dirac lại chưa được hiểu chặt chẽ?. Ta hãy xét một ví dụ minh họa. 

Ví dụ: Từ tính chất 

 L{
dt
dx }= sX(s) − x(+0) 

của toán tử Laplace, trong đó L là ký hiệu chỉ phép biến đổi Laplace và X(s) 
là ảnh Laplace của x(t), ta sẽ có với x(t)=1(t) điều phi lý sau: 

 L{δ(t)} =  s
s
1  −1 ⇔ 1= 0. 
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Điều phi lý trên đã dẫn người ta tới suy nghĩ rằng công thức chính xác 
phải là: 

 L{
dt
dx }= sX(s) − x(−0) = sX(s) (vì x(t) ≡ 0 khi t < 0) 

và công thức này có thể được chứng minh chặt chẽ với khái niệm hàm mở 
rộng.   θ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Khái niệm "hàm mở rộng" của �(t) xuất phát từ bản chất "không hàm 

số" của nó, chẳng hạn nó không đúng như định nghĩa toán học kinh điển là 
ánh xạ từ R vào R. Thực chất nó là một phép tính chuyển đổi hàm liên tục 
x(t) thành số thực. 

Nếu gọi D là tập tất cả các hàm x(t) liên tục, có 

 supp x(t)={ t ∈R⏐ x(t) ≠ 0} 

giới nội trên R (hàm có thời gian sống hữu hạn) thì hàm mở rộng dirac �(t) 
được hiểu là một ánh xạ liên tục, tuyến tính, từ D vào R (hình 2.2) như sau 

  x(t) 
)(tδ

→ x(0) := ∫
∞

∞−

dttxt )()(δ ,    (2.2) 

trong đó dấu tích phân không có ý nghĩa toán học như tích phân Riemann 
hay Lebegues mà thuần túy nó chỉ là một biểu tượng nói rằng phép tính 
�(t):D→R có các phép biến đổi trong tính toán (cộng, trừ, nhân, chia, đạo 
hàm, K) giống như một tích phân. Chẳng hạn như các phép tính sau: 

1) ∫
∞

∞−

− dttxt )()( τδ = ∫
∞

∞−

+ dttxt )()( τδ  (2.3a) 

D 

R 

x(t) 
δ(t) 

Hình 2.2: Hàm là ánh xạ từ D vào 
R

x(0) 
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2) ∫
∞

∞−

dttxt )()(δ& = ∫
∞

∞−

− dttxt )()( &δ = − )0(x&  (2.3b) 

3) ∫
∞

∞−

dttxat )()(δ = ∫
∞

∞−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ dt
a
t

xt
a

)(
1 δ     hay   δ(at)=

a
1 δ( t) (2.3c) 

Cũng từ các tính chất này mà công thức (2.2) định nghĩa hàm dirac �(t) còn 
được viết thành 

 xk =x(kTa) = ∫
∞

∞−

− dttxkTt a )()(δ  = ∫
∞

∞−

+ dtkTtxt a )()(δ . (2.4) 

Những khái niệm tổng quát về hàm mở rộng nói chung (không riêng hàm 
dirac �(t)) bạn đọc có thể tìm thấy trong chương 5 của quyến sách này. 

2.1.2 Mô hình hóa quá trình rời rạc tín hiệu 

Công thức định nghĩa (2.4) được gọi là công thức trích mẫu tín hiệu x(t) 
tại thời điểm t=kTa. Nhằm thống nhất ý nghĩa về ký hiệu trích mẫu tín hiệu 
x(kTa) cho cả hai cách viết với hàm dirac δ(t) và với hàm Kronecker k(t) 

 k(t) =
⎩
⎨
⎧

≠ 0khi0

0khi1

  t   

  t=    

tức là 

 xk =x(kTa)=k(t−kTa)x(t)=k(t−kTa)x(kTa),  

từ nay về sau công thức định nghĩa (2.4) sẽ được viết lại thành 

xk =x(kTa)=δ(t−kTa)x(t)=δ(t−kTa)x(kTa),  (2.5) 

trong đó phép “nhân” giữa hàm dirac δ(t) với một hàm thường x(t) phải hiểu 
là phép tích phân (2.2). 

 

 

 

 

 
 

t 

sa(t) 

Hình 2.3:  a) Đồ thị hàm răng lược. 
  b) Mô hình hóa quá trình trích mẫu tín hiệu. 

Ta 
t 

xa(t) a) b) 

Ta 



 

 36

Để thu được dãy các giá trị {xk} với xk =x(kTa), tức là dãy biểu diễn các 
giá trị của tín hiệu x(t) tại những thời điểm K , −Ta , 0 , Ta , K  , từ (2.5) ta 
có 

 {xk}:= )()( a
k

kTttx −∑
∞

−∞=
δ =x(t) ∑

∞

−∞=
−

k
akTt )(δ .  (2.6) 

Nếu ký hiệu xa(t) là dãy {xk} và sa(t) là hàm mở rộng 

 sa(t) = ∑
∞

−∞=
−

k
akTt )(δ ,     (2.7) 

thì việc rời rạc hóa x(t) thành dãy giá trị {xk} biểu diễn được qua tích 

 {xk}:= xa(t) = x(t)sa(t)     (2.8) 

và do đó xa(t) cũng là một hàm mở rộng (tích của hàm mở rộng với hàm 
thường là một hàm mở rộng). Hàm sa(t) còn được gọi là hàm răng lược 
(hay hàm rời rạc hóa). 

2.1.3 ảnh Fourier của hàm mở rộng 

Cho đến lúc này, khái niệm hàm dirac δ(t) đã được tóm tắt tương đối đầy 
đủ, về định nghĩa, tính chất, và quan trọng hơn cả là về các phép biến đổi 
được xây dựng trên ý nghĩa hàm mở rộng. Tuy nhiên, để có thể áp dụng 
được chúng vào việc mô tả DFT như một toán tử Fourier liên tục trên D thì 
vẫn còn thiếu khái niệm về ảnh Fourier của hàm mở rộng mà trong một vài 
tài liệu khác nhau còn được gọi là toán tử Fourier mở rộng. 

Từ nay về sau ta sẽ thống nhất với nhau rằng, khi nói đến tín hiệu x(t), thì 
x(t) được hiểu là một hàm thường và liên tục từng khúc. Nếu tín hiệu x(t) 
liên tục tại Ta thì giá trị x(Ta) của tín hiệu x(t) tại thời điểm Ta  theo nghĩa 
hàm mở rộng sẽ là 

 x(Ta):=δ(t−Ta)x( t)=x(Ta)δ(t−Ta).  

Bây giờ ta xét toán tử Fourier. Cho tín hiệu x(t). Nếu x(t) thỏa mãn: 

1) ∫
∞

∞−

dttx )(  < ∞ (tức là một số hữu hạn), 
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2) trong một khoảng giới nội bất kỳ liên tục từng khúc chỉ có hữu hạn các 
điểm cực trị, 

3) tại điểm không liên tục t0 thỏa mãn 

 x(t0) = 
2
1 [x(t0−0)+ x(t0+0)] 

thì x(t) có ảnh Fourier X(jω) xác định bởi 

 X(jω) = ∫
∞

∞−

− dtetx tjω)(      (2.9a) 

và ngược lại x(t) cũng được suy ra từ X(jω) theo 

 x(t) = ∫
∞

∞−

ωω
π

ω dejX tj)(
2
1 .     (2.9b) 

Có thể nhận thấy ngay rằng toán tử Fourier là một toán tử tuyến tính, tức là 

 a ⋅x( t)+  b ⋅y( t) a  a ⋅X(jω)+b ⋅Y( jω).  

Cũng tương tự như đối với hàm thường, ảnh Fourier Xa(jω) của hàm mở 
rộng xa(t) thu được nhờ tính chất tuyến tính của toán tử Fourier: 

 Xa(jω) = ∫
∞

∞−

− dtetx tj
a

ω)( = ∫ ∑
∞

∞−

−
∞

−∞=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
− dtekTttx tj

k
a

ωδ )()(  

  = ∑ ∫
∞

−∞=

∞

∞−

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

k

tj
a dtekTttx ωδ )()( , 

và cùng với công thức định nghĩa (2.2) được: 

 Xa(jω) = ∑ ∫
∞

−∞=

−

∞

∞−

−−
k

kTj

tj
aa

ae

dtekTtkTx
444 3444 21

ω

ωδ )()(  = ∑
∞

−∞=

−

k

kTj
k

aex ω . (2.10) 

Theo (2.10), Xa(jω) là một hàm tuần hoàn với chu kỳ Ωa=
aT
π2 , tức là 

 Xa( jω) = Xa[j(ω+nΩa)],  

trong đó n  là số nguyên (n∈Z). 
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2.1.4 Quan hệ giữa X(jω) và Xa(jω) 

Như vậy, thay cho kết quả là tìm ảnh Fourier X(jω) của x(t), sau khi thực 
hiện việc rời rạc hóa ta lại chỉ thu được Xa(jω). Để có thể từ  Xa(jω) tính 
ngược ra được X(jω) thì cần thiết phải xác định được mối quan hệ giữa 
X(jω) và Xa(jω). 

Trước hết ta chứng minh hai định lý sau. 

Định lý 2.1: 

 δ(t) = ωω
π

dt∫
∞

∞−

) cos(
2
1 =

t
at

a  
)sin(

lim
π∞→

.   (2.11) 

Chứng minh: 

Xuất phát từ hai công thức định nghĩa (2.9b) và (2.9a) về toán tử Fourier ta 
có 

   x(0) = ∫
∞

∞−

ωω
π

djX )(
2
1 = ∫ ∫

∞

∞−

−
∞

∞−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ω

π
ω ddtetx tj)(

2
1  = ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

−
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
dttxde tj )(

2
1 ω
π

ω  

và sau khi so sánh với (2.2) sẽ được 

   δ(t) = ∫
∞

∞−

− ω
π

ω de tj

2
1 . 

Nhưng vì 

 tje ω− = )sin()cos( tjt ωω −  và ∫
∞

∞−

ωω dt)sin( =0  

do hàm sin là hàm lẻ, nên cuối cùng ta có điều phải chứng minh thứ nhất: 

   δ(t) = ωω
π

dt∫
∞

∞−

) cos(
2
1 .     (2.12) 

Tiếp tục, nếu viết (2.11) thành 

   δ(t) = ωω
π

dt
a

aa
∫

−∞→
) cos(

2
1

lim =
a

aa t
t

−∞→  2
) sin(

lim
π
ω  

sẽ có được điều phải chứng minh thứ hai.   ο 
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Định lý 2.2 (Papoulis): ảnh Fourier Sa(jω) của hàm răng lược sa(t) định 
nghĩa bởi (2.7) cũng là một hàm răng lược và có dạng (hình 2.4) 

 Sa(jω) = Ωa ∑
∞

−∞=
Ω−

n
an )(ωδ  

 
 
 
 
 
 
 

Chứng minh: 

Cũng lại xuất phát từ công thức định nghĩa toán tử Fourier thì 

 Sa(jω) = ∑
∞

−∞=

−

n

nTj ae ω       (

và do đó Sa(jω) tuần hoàn với chu kỳ Ωa=
aT
π2 . Bởi vậy sẽ đủ nếu ta chứng 

minh được rằng trong lân cận điểm 0 hàm Sa(jω) có giá trị 
  Sa(jω) =Ωaδ(ω).      (2.14) 

áp dụng công thức tính tổng của một cấp số nhân cho (2.13) 

 Sa(jω) = ∑
∞

−∞=

−

n

nTj ae ω = ∑
−=

−

∞→

N

Nn

nTj

N
ae ωlim  

  =
2
 

sin

 )
2
1

sin(
lim

a

a

N T

TN

ω

ω+

∞→
=

2
sin

)(

)
2
1

sin(
lim

a

a

a

a

a

N T
T

T

T

TN

ω
πω

ωδ

πω

ω

4444 34444 21
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +

∞→
 

và theo công thức trích mẫu (2.5) thì điều này tương đương với 

 Sa(jω) =
2
 

sin

 
lim) (

0 a

a

T
a T

T
T

a ω
πω

ωδ
ω →

. 

Kết hợp cùng tính chất (2.3c), suy ra được 

Ωa 

ω 

Sa(jω) 

Hình 2.4: ảnh Fourier của hàm răng lược cũng 
là hàm răng lược. 
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 Sa(jω) =2π⋅δ(ωTa) =
aT
π2 δ(ω). 

và đó chính là công thức phải chứng minh.            

Trở về vấn đề chính là xác định mối quan hệ giữa X(jω) và Xa(jω). Nhớ 
lại một tính chất của toán tử Fourier liên tục là ảnh của tích hai hàm trong 
miền thời gian chính là tích chập của hai ảnh trong miền phức x(t)y(t)  a 
X(jω)*Y(jω), trong đó tích chập trong miền phức được định nghĩa bởi 

 X(jω)*Y(jω) = ∫
∞

∞−

− ζζωζ
π

djYjX ][ )()(
2
1 , 

thì từ công thức (2.8) mô tả quá trình trích mẫu, được 

 Xa(jω) = ∫
∞

∞−

− ζζωζ
π

djSjX a ][ )()(
2
1 .   (2.15) 

Thay công thức của định lý 2.2 vào (2.15) có 

 Xa(jω) = ∫ ∑
∞

∞−

∞

−∞=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ω−− ζζωδπζ

π
dn

T
jX a

na
)(

2
)(

2
1  

  = ∑ ∫
∞

−∞=

∞

∞−

Ω−

Ω−−
n

a

a
a

njX

dnjX
T

44444 344444 21
][ )(

 )()( 
1

ω

ζζωδζ  

và cuối cùng ta đi đến định lý 2.3: 

Định lý 2.3: Giữa ảnh Fourier Xa(jω) của xa(t) và X(jω) của x(t) có mối 
quan hệ 

 Xa(jω) = ∑
∞

−∞=
Ω−

n
a

a
njX

T
][ )(

1 ω .    (2.16) 

(2.16) là công thức rất đẹp, mô tả quan hệ giữa hai ảnh Xa(jω), X(jω). 
Chỉ riêng công thức này đã nói lên được hiệu ứng trùng phổ của DFT và bản 
chất định lý Shannon sẽ được đề cập tới ngay trong mục tiếp theo. 
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2.1.5 Hiệu ứng trùng phổ và định lý Shannon 

Hiệu ứng trùng phổ (aliasing) được trực tiếp nhìn thấy trong định lý 2.3 
và hình 2.5 biểu diễn công thức (2.16). Đó là hiện tượng mà các thành phần 
thừa của X(jω) có lẫn trong Xa(jω) khi dịch trục tọa độ để thực hiện phép 
cộng (2.16). 

 

 

 

 

 

 

 

Để loại bỏ các thành phần thừa này thì từ công thức (2.16) của định lý 
2.3 có 

 Ta⋅Xa(jω) = 

444 3444 21
phæ trïng øng hiÖu chÊt nB¶

∑
∞

≠
−∞=

Ω−+

0

][ )()(

n
n

anjXjX ωω  

và do đó hiện tượng trùng phổ sẽ mất nếu (hình 2.6) 

 ∑
∞

≠
−∞=

Ω−

0

][ )(

n
n

anjX ω = 0 , −
2
1 Ωa≤ω <

2
1 Ωa. (2.17a) 

Trong trường hợp X(jω)=0 khi |ω|>
2
aΩ thì để có (2.17a) ta chỉ cần chọn 

 Ta ≤
aΩ

π2  

và lúc này, phổ X(jω) sẽ được suy ra từ Xa(jω) một cách đơn giản như sau 

 Xa(jω) = )(
1 ωjX

Ta
  khi −

2
1 Ωa≤ω <

2
1 Ωa. (2.17b) 

Ωa 

X(jω) Xa(jω) 

ω ω 

a) b) 

Hình 2.5:  a) Phổ X(jω) của tín hiệu x(t). 
  b) Phổ Xa(jω) của tín hiệu xa(t), tức là của dãy {xk}. 
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Từ những kết luận trên ta suy ra được: 

Định lý 2.4 (Shannon): Nếu phổ X(jω) của tín hiệu x(t) đồng nhất bằng 0 

ngoài miền giới nội ⏐ω⏐≥ 
2
aΩ , thì với chu kỳ trích mẫu 

  Ta ≤ 
aΩ

π2 .      (2.18) 

ảnh X(jω) của x(t) sẽ suy ra được Xa(jω) của xa(t)={xk} theo công thức 
(2.17b). 

Công thức (2.18) được gọi là chu kỳ trích mẫu Nyquist và định lý 2.4 trên, 
ngoài tên gọi định lý Shannon, cũng còn có một gọi khác là Katelnikov, bởi 
lẽ Shannon và Katelnikov đã độc lập với nhau tìm ra nó. 

 

 

 

 
 
 
 
 

2.1.6 Hiệu ứng rò rỉ  (leakage) và kỹ thuật hàm cửa sổ 

Mặc dù đã rời rạc hóa tín hiệu x(t) thành dãy {xk}= xa(t), việc tính phổ 
Xa(jω) theo công thức (2.10) 

 Xa(jω) = ∑
∞

−∞=

−

k

kTj
k

aex ω     (2.19) 

vẫn chưa thể thực hiện được trên máy tính chỉ vì một lý do là dãy {xk} có 
vô số số hạng (k chạy từ −∞ đến ∞) và điều này đồng nghĩa với việc thời 
gian quan sát (đo) tín hiệu T phải lớn vô cùng.  

Ωa 

X(jω) Xa(jω) 

ω ω 

a) b) 

Hình 2.6: Giải thích định lý Shannon−Khatelnikov và chu kỳ trích mẫu của Nyquist. 

Ωa 
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Để có thể cài đặt (2.19) thành thuật toán tính Xa(jω) thì cần thiết phải cắt 
bớt những số hạng xk khi k nằm ngoài khoảng quan sát [0,T), hay nói cách 
khác phải hữu hạn hóa thời gian sống của tín hiệu x(t), xa(t): 

 x(t)  a  
⎩
⎨
⎧

<≥
<≤

=
0   hoÆc     khi        0

0   khi   )(
)(~

tTt

Tttx
tx  

⇒ xa(t)  a  [ )⎩
⎨
⎧

∉

<≤
=

Tt

Tttx
tx a

a  , 0   khi        0

0   khi   )(
)(~   

Quá trình hữu hạn hóa thời gian sống của tín hiệu x(t), xa(t) thành )(~ tx , 
)(~ txa  theo các công thức trên có thể mô tả được một cách rất đơn giản bằng 

cách nhân chúng với hàm cửa sổ w(t) định nghĩa như sau (hình 2.7) 

 w(t) = [ )⎩
⎨
⎧

∉
<≤

Tt

Tt

 , 0  khi  0
0  khi  1      (2.20) 

tức là 
 )(~ tx = w(t)x(t) và )(~ txa = w(t)xa( t).    (

 

 

 

 

 

 

 

 

Sau khi hữu hạn hóa thời gian sống của tín hiệu  theo (2.21) và áp dụng 
công thức (2.19) để xác định ảnh Fourier )(

~ ωjXa  của )(~ txa  ta có 

 )(
~ ωjXa  = ∑

=

−
N

k

kTj
k

aex
0

ω ,     (2.22) 

x(t), xa(t) 

t 

)(~ tx , )(~ txa  

t 

w(t) 

T 

Hình 2.7: Mô tả quá trình hữu hạn hóa thời gian sống của tín hiệu. 

Ta 
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với N là số nguyên nhỏ nhất nhưng không nhỏ hơn 
aT

T . 

Như vậy, khi hữu hạn hóa thời gian sống của xa(t) với khoảng [0,T) 
thành )(~ txa =w(t)xa(t), ta sẽ chỉ nhận được ảnh Fourier )(

~ ωjXa  

 )(
~ ωjXa =W(jω)*Xa(jω) = ∫

∞

∞−

− ζζωζ
π

djXjW a ][ )()(
2
1  

của )(~ txa chứ không phải Xa(jω) của xa(t) như mong đợi và giữa hai ảnh 

)(
~ ωjXa , Xa(jω) này tồn tại một sai lệch được gọi là sai lệch rò rỉ (leakage). 

Sai lệch này càng nhỏ nếu T càng lớn. Tuy nhiên không thể áp dụng phương 
pháp tăng thời gian qua sát T để giảm sai lệch rò rỉ, vì như thế ta sẽ quay trở 
lại bài toán đầu là thời gian quan sát tín hiệu vô cùng lớn. 

Một giải pháp khác được sử dụng để giảm sai số rò rỉ là kỹ thuật hàm cửa 
sổ. Tư tưởng của phương pháp này nằm ở mô hình hữu hạn hóa thời gian 
sống tín hiệu theo công thức (2.21) và vấn đề đặt ra là phải tìm được hàm 
cửa sổ thích hợp w(t) sao cho bình phương sai lệch 

 Q = ∫
∞

∞−

− ωωω djXjX aa
2

)(
~

)(  

đạt giá trị nhỏ nhất. Đây chính là một bài toán tối ưu phi tuyến [12], [13]. 
Lời giải tổng thể cho bài toán tối ưu trên chưa có, song Geckinli, Yavus đã 
đưa ra trong [5] những tính chất cần có của nghiệm tối ưu w*(t) như sau: 

1) w*(t+
2
T ) là hàm chẵn, không âm, 

2) w*(
2
T ) = 1, 

3) khi đạo hàm bậc m của w*(t) không liên tục tại một điểm t ∈[0,T] nào 

đó thì các điểm cực đại của đường đặc tính tần logarit của w*(t−
2
T ) 

trong miền phức phải tiến đến 0 với vận tốc lớn hơn 6(m+1)dB/dec. 

Căn cứ theo ba tính chất trên người ta đã đưa ra bảng các hàm cửa sổ làm 
giảm sai lệch rò rỉ một cách hiệu quả thường được sử dụng như sau: 
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a) Xung vuông w0(t) =
⎩
⎨
⎧

∉
<≤

),0[  khi  0
0  khi  1

Tt
Tt  

b) Cosinus w1(t) =
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∉

<≤
−

),0[  khi        0

0  khi  
)

2
( 

cos

Tt

Tt
T

T
tπ

 

c) Bartlett w2(t) = 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∉

<≤−−

),0[  khi        0

0  khi        
2
1

21

Tt

Tt
T
t

 

d) Hanning w3(t) =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

<≤
−

+

),0[  khi        0

0  khi  
) 2(

cos5,05,0

Tt

Tt
T

Ttπ
 

e) Hamming w4(t) =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

<≤
−

+

),0[  khi        0

0  khi  
)2(

cos46,054,0

Tt

Tt
T

Ttπ
 

f) Blackman w5(t) =
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

<≤
−−

+

),0[  khi        0

0  khi  
)2(2

cos08,0+
)2(

cos5,042,0

Tt

Tt
T

Tt
T

Tt ππ
 

g) Papoulis w6(t) =
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∉

<≤
−−

−

),0[  khi        0

0  khi  
)2(

cos
 2 

-1+

)2(
sin

Tt

Tt
T

Tt
T

TtT
Tt

π
π

π

 

h) Parzen w7(t) =

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∉

<≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−

<≤<≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−

−
−

),0[  khi        0

2
3

4
  khi  

 2
12

4
3

  hoÆc   
4

0  khi  
 2

1
)2(

61

3

2

2

Tt

T
t

T
T

Tt

Tt
TT

t
T

Tt

T

Tt

 

 
 
 
 
 
 

w0(t) w3(t) 

t t
Hình 2.8.:  a) Xung vuông. 

 b) Hàm Bartlett 

1 1 

T 

a) b) 

T 
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Sau khi đã chọn được một hàm cửa sổ thích hợp và nhân với dãy giá trị 
tín hiệu đo được là {xk}=xa(t), giá trị tín hiệu cũ xk trở thành 

 kx~ = xk wi(kTa) với  i=0,1, K  ,7  (2.23) 

và khi đó phổ tìm được sẽ là 

 )(
~ ωjXa  = ∑

−

=

−
1

0

~
N

k

kTj
k

aex ω .     (2.24) 

trong đó N là số nguyên nhỏ nhất không nhỏ hơn 
aT

T . 

So sánh với hiện tượng trùng phổ mà ở đó sai lệch trùng phổ có thể được 
loại bỏ hoàn toàn cho lớp tín hiệu x(t) có dải băng bị chặn bằng cách chọn 
chu kỳ trích mẫu Ta thỏa mãn công thức Nyquist (2.18), một câu hỏi sẽ 
được đặt ra ở đây là với lớp tín hiệu như thế nào thì không xuất hiện sai số 
rò rỉ?. 

Để trả lời câu hỏi này, trước hết ta chứng minh định lý sau: 

Định lý 2.5: Nếu x(t) là một hàm tuần hoàn với chu kỳ T thì x(t) biểu diễn 
được dưới dạng 

  x(t) = xT(t)*sT( t),    (2.25) 
trong đó xT(t) là hàm xác định trong miền [0,T) và tại đó xT(t)= x(t), 
sT(t) là hàm răng lược với khoảng cách bước răng là T, nói cách khác 

  xT(t) = [ )
[ )⎩

⎨
⎧

∉
∈

Tt

Tttx

,0    khi       0
,0    khi    )(  

và sT(t) = ∑
∞

−∞=
−

k
kTt )(δ  

Chứng minh: 

Xuất phát ngay từ công thức định nghĩa hàm xT(t) ta có 
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   x(t) = ∑
∞

−∞=
−

k
T kTtx )( = ∑ ∫

∞

−∞=

∞

∞−

−−
k

dkTtxT ττδτ )()(  

  = ∫ ∑
∞

∞−

∞

−∞=
−− τδτ

τ

dkTttx

TS
k

T ])()([

)(
44 344 21

 = ∫
∞

∞−

− τττ dStx TT )()(  

và đó chính là điều phải chứng minh.    ο

Nếu x(t) là tín hiệu tuần hoàn với chu kỳ T thì khi rời rạc hóa thành xa(t), 
với chu kỳ lấy mẫu Ta được chọn sao cho T=NTa để trong một chu kỳ lấy 
được đúng N mẫu, thì xa(t) cũng tuần hoàn với chu kỳ T. Bởi vậy 

 xa(t) = )(*)( tstx TTa
 

với [ )
[ )⎩

⎨
⎧

∉

∈
=

Tt

Tttx
tx a

aT ,0  khi  0

,0  khi  )(
)(  

hay )(tx
aT  là dãy hữu hạn )(tx

aT ={x0,  x1, K  ,xN−1} có N phần tử. 

Suy ra 

 Xa(jω) = )()( ωω jSjX TTa
=

444 3444 21444 3444 21
)(

1

0

1

0
)(

)( ω

ω δ

ω jS

N

k

T

N

k

kTj
k

T
a

a nt

jX

ex ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Ω−Ω⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑∑

−

=

−

=

−  

⇔ Xa(jω)  = Ω ∑
∞

−∞=
Ω

n
T jnX

a
)()( ωδ . 

Nói cách khác, Xa(jω) là một hàm rời rạc, có giá trị tại những điểm tần số 
nΩ, n∈Z. Song vì Xa(jω) tuần hoàn với chu kỳ 

 Ωa=
aT
π2 =NΩ 

nên cuối cùng ta cũng chỉ cần xác định các giá trị của Xa(jω) tại ω=nΩ với 
n=0, L , N−1 (trong vòng một chu kỳ) là đủ và những giá trị đó là 

 Xa(jnΩ) = Ω ∑
−

=

Ω−
1

0

N

k

Tjkn
k

aex ,  n=0, L , N−1  (
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do đó không cần thiết phải hữu hạn hóa thời gian sống cho xa(t) vì tổng trên 
chỉ gồm có hữu hạn N số hạng. 

Tổng kết lại, ta đi đến kết luận: 

Định lý 2.6: Nếu x(t) là một hàm tuần hoàn với chu kỳ T và x(t) được rời rạc 

hóa thành xa(t) với chu kỳ lấy mẫu 
N
T

Ta =  thì ảnh Fourier Xa(jω) của 

xa(t) là tổng của hữu hạn các số hạng (nên không cần phải áp dụng kỹ 
thuật hàm của sổ và do đó không xuất hiện sai số rò rỉ). Ngoài ra Xa(jω) 
là một hàm tuần hoàn với chu kỳ Ωa= NΩ, có giá trị rời rạc tại những 
điểm ω =nΩ . 

2.1.7 Kết luận về DFT và thuật toán FFT 

Việc tính phổ X(jω) của tín hiệu x(t) theo thuật toán DFT đã cho ra kết 
quả )(

~ ωjXa  mà giữa chúng tồn tại hai loại sai lệch sinh ra bởi hiệu ứng trùng 
phổ (aliasing) và hiệu ứng rò rỉ (leakage). Hai sai lệch này đã được phân 
tích trong những mục trên thông qua hàm mở rộng δ(t). 

Đối với những tín hiệu x(t) thỏa mãn giả thiết của định lý Shannon, tức là 

các tín hiệu có dải băng bị chặn X(jω)≡0 khi ⏐ω⏐≥ 
2
aΩ , ta có thể loại bỏ 

được sai lệch của hiệu ứng trùng phổ bằng cách chọn chu kỳ trích mẫu Ta 
theo công thức (2.18) của định lý Shannon. 

Với tín hiệu không tuần hoàn, để giảm sai lệch của hiệu ứng rò rỉ ta áp 
dụng kỹ thuật hàm cửa sổ bằng cách chọn một hàm cửa sổ thích hợp trong 
số các hàm đã được liệt kê tại mục 2.1.6 thay vì chỉ đơn giản là cắt bớt 
những những giá trị xk = x(kTa) nằm ngoài khoảng thời gian quan sát tín 
hiệu [0,T).  
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Sau khi đã chọn được chu kỳ trích mẫu và hàm cửa sổ, ta biến đổi tín 
hiệu x(t) thành )(~ txa . Tiếp theo, áp dụng công thức (2.24) để xác định 

)(
~ ωjXa  và  tích )(

~ ωjXT aa  sẽ được xem như là phổ gần đúng của x(t). 

Các bước tính phổ gần đúng )(
~ ωjXa  của tín hiệu liên tục x(t) được tóm 

tắt trong sơ đồ ở hình 2.9. 
Để dễ nhớ công thức tính )(

~ ωjXT aa  được xem như là kết quả gần đúng 

của X(jω), có thể xuất phát từ công thức định nghĩa toán tử Fourier (2.9a), 
trong đó dấu ∫ được thay bởi Σ, dt thay bởi Ta, đổi x(t) thành tích xk wk  và 
có 

 X(jω) ≈ )(
~ ωjXT aa = ∑

−

=

−
1

0

N

k

kTj
kka

aewxT ω . 

Bây giờ ta đi vào vấn đề cài đặt thuật toán DFT với công việc chính là cài 
đặt công thức (2.24). Có thể thấy ngay rằng việc cài đặt trực tiếp (2.24) chưa 
thể được vì đầu ra (kết quả) )(

~ ωjXa  của nó vẫn còn là một hàm liên tục. 

Việc trích mẫu sẽ sinh 
ra hiệu ứng trùng phổ. 

Việc hữu hạn hóa thời 
gian sống của tín hiệu sẽ 
sinh ra hiệu ứng rò rỉ. 

)(~ txa  

t 

T 

x(t) 

t 

xa(t) 

t 

Ta 

X(jω) 

ω 

Ωa 

Xa(jω) 

ω 

)(
~ ωjXa

ω 

x(t) xa(t)  )(~ txaTrích mẫu tín 
hiệu 

Hữu hạn hóa thời gian 
sống của tín hiệu 

 )(
~ ωjXa  áp dụng (2.24) để 

tính phổ 

Hình 2.9: Các bước thực hiện toán tử DFT và nguyên nhân của các sai số. 
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Nhằm khắc phục khó khăn đó, ta sẽ không tính trực tiếp )(
~ ωjXa  mà thay 

vào đó là N
~  các giá trị rời rạc )(

~
ΩjnXa , n=0,1, K  , 1

~
−N  của nó với Ω là 

chu kỳ trích mẫu trong miền phức. Công thức (2.24) trở thành 

 )(
~

ΩjnXa  = ∑
−

=

Ω−
1

0

~
N

k

kTjn
k

aex , n=0,1, K  ,  1
~

−N  (2.27) 

Vậy với Ω như thế nào và với N
~ lớn bao nhiêu bao nhiêu thì việc cài đặt 

sẽ thuận lợi mà không ảnh hưởng đến kết quả tính toán?. Trước hết, có thể 
thấy ngay rằng N

~ càng lớn và Ω càng nhỏ thì càng tốt, song do có kết luận 
rằng )(

~ ωjXa  tuần hoàn với chu kỳ Ωa nên thực chất chỉ cần các giá trị 

)(
~

ΩjnXa  trong một chu kỳ là đủ và sẽ là đủ để có N
~ giá trị của )(

~
ΩjnXa  

trong một chu kỳ khi 

 Ω =
a

a

TNN
~
2

~
π

=
Ω .      (2.28) 

Bởi vậy hiệu quả công việc tính toán chỉ phụ thuộc vào một mình N
~ và với 

N
~  càng lớn, kết quả càng tốt.  

Thuật toán Fourier nhanh (được viết tắt thành FFT) là một thuật toán đặc 
biệt để thực hiện nhanh công thức (2.27). Thuật toán FFT do Cooley và 
Tukey tìm ra năm 1965. Từ đó tới nay thuật toán đã được bổ sung, phát triển 
thêm rất nhiều và đa dạng. 

Về ý nghĩa thực tế của thuật toán FFT, Bergland đã nhận xét rất ”kinh tế” 
trong [2] như sau: “The fast Fourier transform algorithm can reduce the 
time involved in finding a discret Fourier transform from several minutes to 
less than a second and lower the cost from several dolars to several cents”. 

Sau đây, ta sẽ làm quen với thuật toán FFT thời khai sinh do Cooley và 
Tukey tìm ra cho trường hợp 

N= N
~ =2p , với p∈N, 
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hay N= N
~  là một số nguyên lũy thừa của 2. Các dạng khác của FFT cho 

những giá trị N, N
~  bất kỳ, đọc giả quan tâm có thể tìm thấy ở tài liệu [3] 

của Brigham. 

Khi có N= N
~ thì TNTTN aa ==

~ và do đó với (2.28) công thức (2.27) của 
DFT sẽ là 

 )(
~

ΩjnXa  = ∑
−

=

−1

0

2
~

N

k

nk
N

j
kex

π

, n=0,1, K  ,  N−1  (

Hãy xét (2.29) như là một đa thức P0(q0) bậc N−1 của biến q0= N
j

e
π2

−
và 

các hệ số kx~ , k =0,1, K  ,  N−1: 

 P0(q0) ∑
−

=
=

1

0
0

~
N

k

k
kqx ,      (2.30) 

vậy N các giá trị )(
~

ΩjnXa , n=0,1, K  ,  N−1 của  cho )(
~ ωjXa  trong một chu 

kỳ đương nhiên được xác định từ P0(q0) qua 

 )(
~

ΩjnXa = P0 )( 0
nq .      (

Định lý 2.5: Biến số q0 trong công thức (2.31) là nghiệm phức của phương 
trình xN=1 và được gọi là nghiệm bậc N của đường tròn đơn vị, thỏa 
mãn các tính chất sau: 

a)  q0 ≠ 0 ; Nq0
 = 1 và ∑

−

=

1

0
0

N

k

nkq = 0;  ∀n∈Z. 

b)  nếu N=2m với m∈N thì nq0− = mnq +
0  và 2

0q ; cũng là nghiệm phức bậc 
m của đường tròn đơn vị. 

Chứng minh: 

Do Nq0 = π2je− = cos(2π)−jsin(2π) = 1 nên hiển nhiên q0 là nghiệm phức bậc 

N của đường tròn đơn vị và q0 ≠ 0. Thay công thức của q0 vào tổng trên ta 
được điều phải chứng minh thứ nhất 

 0
1
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Mặt khác, do 
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 mq0 = )sin()cos(
2

πππ
π

jee jN
m

j
−== −−

= −1 

nên 
 mnn qq +=− 00  

Bởi vậy với 

 10
2
0 == Nnnm qq  

thì nq2
0

 cũng là nghiệm phức bậc m của đường tròn đơn vị và đó chính là 
điều phải chứng minh thứ hai.     

Dựa vào định lý trên, với điều kiện N=2m; m∈N, ta sẽ tách P0(q0) (được 
gọi là đa thức mẹ) của (2.30) thành hai đa thức (gọi là các đa thức con) 
P00(q1) bậc m−1 gồm các biến bậc chẵn và P01(q1) cũng có bậc m−1 gồm các 
biến bậc lẻ như sau: 

 P0(q0) = ∑∑
−

=

+
+

−

=
+

1

0

12
012

1

0

2 
02

~~
m

n

k
k

m

k

k
k qxqx  

  = ∑∑
−

=
+

−

=
+

1

0
1120

1

0
12

~~
m

k

k
k

m

k

k
k qxqqx  (q1 = q0

2) 

  = P00(q1) + q0P01(q1).    (2.32) 

Số 0 đầu trong chỉ số 00 và 01 của P00(q1) và P01(q1) xác định rằng P00(q1), 
P01(q1) cùng được tách ra từ đa thức gốc P0(q0). Các số 0 và 1 sau đó trong 
chỉ số 00 và 01 được dùng để phân biệt hàm đa thức tách ra là chẵn hay lẻ. 

Định lý 2.6: Những giá trị P0 )( 0
nq , n=0,1, K  ,  N−1 của đa thức mẹ P0(q0) 

được xác định từ hai đa thức con P00(q1) và P01(q1)  theo công thức có 
cấu trúc ”hình bướm” (Butterfly) như sau: 

 P0 )( 0
nq = P00 )( 1

nq  + nq0 P01 )( 1
nq     (2.33a) 

          P0 )( 0
mnq +  = P00 )( 1

nq − nq0 P01 )( 1
nq , n=0,1, K  ,m−1. (2.33b) 

Chứng minh: 

Từ (2.32) có ngay được đẳng thức thứ nhất. 

Đẳng thức thứ hai được suy ra từ tính chất mnn qq +=− 00 như sau: 
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  P0 )( 0
mnq + = P0 )( 0

nq− = P00 )( 1
nq − nq0 P01 )( 1

nq  

vì 2
01 qq =  

và đó chính là điều phải chứng minh.    ο

Dễ thấy rằng khi đã có P00 )( 1
nq  và P01 )( 1

nq , n=0,1, K  ,m−1 thì với 
(2.33) số các phép tính nhân phức phải thực hiện để xác định 
P0 )( 0

nq = )(
~

ΩjnXa , n=0,1, K  ,N−1  sẽ chỉ bằng một nửa so với khi áp dụng 
trực tiếp (2.31). Cụ thể ở đây thì số các phép nhân phức phải thực hiện để 
tính )(

~
ΩjnXa  chính là nq0 P01 )( 1

nq , n=0,1, K  ,m−1. Thông qua việc giảm 
một nửa số các phép tính nhân phức mà tốc độ tính toán được tăng lên gấp 
đôi. 

Tiếp tục, nếu như m=2s, hay N=4s thì lại có thể phân tích hai đa thức 
P00(q1) và P01(q1) thành tổng các đa thức bậc thấp hơn, cụ thể là bậc s−1, 
theo đúng nguyên lý đã làm với P0(q0) như sau: 

 P00(q1) = P000(q2) + q1P001(q2) 

 P01(q1) = P010(q2) + q1P011(q2),  (q2 = q1
2 = q0

4). 

Các giá trị P00( nq1 ), P01( nq1 ), n=0,1, K  ,s−1 cũng sẽ được xác định một 

cách tương tự nhờ các đa thức con P000( nq2 ), P001( nq2 ), P000( nq2 ) và P001( nq2 ) 
theo công thức Butterfly 
 P00( nq1

 ) = P000( nq2 ) + 1
nq P001( nq2

 )   (2.34a) 
       P00( snq +

1
 ) = P000( nq2 ) − 1

nq P001( nq2
 )    (

và 
 P01( nq1

 ) = P010( nq2 ) + 1
nq P011( nq2

 )    (2.34c) 
       P01( snq +

1
 ) = P010( nq2 ) − 1

nq P011( nq2
 ).    (

Tổng quát lên cho trường hợp N= 2lL, L>1 thì tại bước tách đa thức thứ l 
từ đa thức mẹ )( lb qPK , trong đó b=0 hoặc 1, sẽ có các đa thức con )( 10 +lb qPK  

và )( 11 +lb qPK , 2
1 ll qq =+  có bậc L−1. Những giá trị )( n

lb qPK , của các đa thức 

mẹ cũng được xác định từ các giá trị tương ứng của những đa thức con theo 
công thức Butterfly: 
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 )( n
lb qPK = )( 10

n
lb qP +K + )( 11

n
lb

n
l qPq +K ,    (2.35a) 

 )( Ln
lb qP +

K  = )( 10
n
lb qP +K − )( 11

n
lb

n
l qPq +K , n=0, K  ,L−1 (2.35b) 

Khi pN 2= , ta thay L=2 và l=p−1 vào (2.35) và thu được công thức 
Butterfly cho bước tách đa thức thứ p−1. Đây cũng là bước tách đa thức cuối 
cùng vì các đa thức con )(0 pb qPK và )(1 pb qPK  lúc này đều là những đa thức 

bậc nhất. 
Sau khi đã có được những giá trị )(0

n
pb qPK , )(1

n
pb qPK , n=0, 1 của 12 −p đa 

thức con tại bước tách đa thức cuối cùng, ta áp dụng (2.35) để tìm những giá 
trị )( 1

n
pb qP −K của 22 −p đa thức mẹ )( 1−pb qPK .  Tiếp tục, lại sử dụng công thức 

Butterfly để tìm giá trị các đa thức mẹ của các đa thức )( 1−pb qPK . Quá trình 

trên sẽ được thực hiện ngược lại với quy trình tách đa thức cho tới khi xác 
định được các giá trị của đa thức gốc P0(q0) ứng với bước tách đa thức đầu 
tiên. Theo (2.31) thì đó chính là N giá trị )(

~
ΩjnXa , n=0,1, K  ,  N−1 cần 

tìm. Số các phép tính nhân phức phải thực hiện để xác định )(
~

ΩjnXa  giảm 
xuống còn 2pN thay vì 2~

NNN =⋅ so với khi tính trực tiếp từ (2.29). 
Trên đây là nội dung thuật toán FFT. Thuật toán FFT đã được cài đặt 

thành những hàm chuẩn trong các chương trình tiện dụng. Ví dụ như trong 
Toolbox Signalprocessing hay Identification của MatLab. Cách sử dụng 
chúng cũng rất đơn giản, ta chỉ cần gọi hàm đó với giá trị đầu vào là dãy 
{ kx~ }, k=0,1, K , N−1. Đầu ra của hàm sẽ là dãy kết quả { )(

~
ΩjnXa }, n=0, 

0,1, K , N−1. 

Ví dụ 1:  Tìm ảnh Fourier của dãy { kx~ }={1,2,3,4,5,6,7,8} theo công thức 
(2.29). 
Đặt 

 P0(q0) = ∑
=

7

0
0

~
k

k
kqx = 7

0
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0
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2
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=
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2
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Bước 1: Tách đa thức 
 P00(q1) = 3

1
2
11 7531 qqq +++ , P01(q1) = 3

1
2
11 8642 qqq +++  

với q1 = q0
2= 2

π
j

e
−

= j− . 
Tiếp tục tách P00(q1) và P01(q1) thành 
P000(q2) =1+5q2 , P001(q2) =3+7q2 , P010(q2) =2+6 q2 , P011(q2) =4+8 q2 , 
với q2 = q1

2
 = q0

4= πje− =−1 

Bước 2: Tính giá trị 
P000(q2

0) =6, P000(q2) =−4, P001(q2
0) =10, P001(q2) =−4, 

P010(q2
0) =8, P010(q2) =−4, P011(q2

0) = 12, P011(q2) =−4. 
áp dụng công thức Butterfly: 
P00( 0

1q )=P000( 0
2q )+ q1

0P001(q2
0)=16, P00( 2

1q )=P000( 0
2q )− q1

0P001( 0
2q )=−4, 

P00(q1)=P000(q2)+q1P001(q2)=−4+4j, P00( 3
1q )=P000(q2)−q1P001(q2)= −4−4j, 

P01( 0
1q )=P010( 0

2q )+q1
0P011(q2

0)=20, P01( 2
1q )=P010( 0

2q )− q1
0P011( 0

2q )=−4, 

P01(q1)=P010(q2)+q1P011(q2)= −4+4j, P01( q1
3 )=P010(q2)−q1P011(q2)= −4−4j. 

áp dụng tiếp công thức Butterfly lần nữa ta sẽ thu được kết quả 
)0(

~
aX =P0( 0

0q ) = P00( 0
1q )+ 0

0q P01( 0
1q ) = 36 

)4(
~

ΩaX =P0(q0
4) = P00( 0

1q )− 0
0q P01( 0

1q ) = −4 
)(

~
ΩaX =P0(q0) = P00(q1)+q0P01(q1) = −4+(4+4 2 )j 

)5(
~

ΩaX =P0(q0
5) = P00(q1)−q0 P01(q1) = −4+(4−4 2 )j 

)2(
~

ΩaX =P0(q0
2) = P00(q1

2)+ 2
0q P01(q1

2) = −4+4j 
)6(

~
ΩaX =P0(q0

6) = P00(q1
2)− 2

0q P01(q1
2) = −4−4j 

)3(
~

ΩaX =P0(q0
3) = P00(q1

3)+ 3
0q P01(q1

3)  = −4+(4 2 −4) j 
)7(

~
ΩaX =P0(q0

7) = P00(q1
3)− 3

0q P01(q1
3) = −4−(4+4 2 )j.     ο 

Dưới đây là chương trình con fft() viết bằng ngôn ngữ C mô tả việc cài 
đặt thuật toán trên để tham khảo. Chương trình con fft() có các biến hình 
thức là 

a) Nexp chứa số mũ lũy thừa 2 của N, với N là độ dài của dãy tín hiệu 
vào { kx~ }, k=0,1, K  ,  N−1, tức là Nexp =log2N. 
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b) Con trỏ x chỉ vào đầu mảng x[] chứa dãy giá trị đầu vào { kx~ }, k=0,1, 

K  ,  N−1,  theo thứ tự x[0]= 0
~x , K , x[N-1]= 1

~
−Nx . Như vậy mảng x[] 

phải có các phần tử phức và có độ dài ít nhất là 2Nexp. 

Các giá trị )(
~

ΩjnXa , n=0,1, K  ,  N−1 tính được sẽ được chương trình 

con fft() ghi lại vào mảng x[] cũng theo thứ tự x[0]= )0(
~

aX , K , x[N-

1]= ))1((
~

Ω−NjXa . Như vậy sau khi thực hiện xong dãy { kx~ } sẽ bị xóa và 

thay vào đó là kết quả { )(
~

ΩjnXa }. Mảng x[] của hàm fft() vừa chứa các giá 

trị đầu vào { kx~ }, vừa chứa các giá trị đầu ra { )(
~

ΩjnXa } của thuật toán nên 
nó phải là mảng các số phức. 

void fft(int Nexp,complex *x) 
{ 
 int N=pow(2.,Nexp),N1=Nexp,N2,k,l,p,m,i; 
 complex s,wp; 
 N2=N; 
 for (l=0;l<Nexp;l++) 
 { 
  N1--; 
  N2=N2/2; 
  for (k=0;k<N;k+=N2) 
  { 
   m=k/pow(2.,(double)N1); 
   p=ibr(m,Nexp); 
   wp=exp(complex(0.,-M_PI*2*p/N)); 
   for (i=0;i<N2;i++) 
   { s=x[k+N2]*wp; 
    x[k+N2]=x[k]-s; 
    x[k++]=x[k]+s; 
   } 
  } 
 } 
 for (k=0;k<N;k++) 
 { 
  i=ibr(k,Nexp); 
  if (i>k){ s=x[k]; x[k]=x[i]; x[i]=s;} 
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 } 
} 

Chương trình fft() trên sử dụng một hàm con ibr() có nhiệm vụ tách đa 
thức và sau đó sắp xếp lại mảng giá trị { )(

~
ΩjnXa } tính được. Hàm con ibr() 

có hai biến vào: 
a) index chứa chỉ số cũ của giá trị kx~  là k trong mảng x[]. 

b) Nexp chứa số mũ lũy thừa 2 của N, tức là Nexp =log2 N. 

Hàm ibr() trả về chỉ số mới phải có của giá trị kx~  trong mảng x[]. 

int ibr(int index, int Nexp) 
{ int k=0,i,j=index; 
 for (i=0;i<Nexp;i++) 
 { 
  k=2*k+(j%2); 
  j=j/2; 
 } 
 return (k); 
} 
Ví dụ 2:  Ta sẽ thực hiện lại ví dụ 1, nhưng lần này sử dụng hàm fft(). 
Trước tiên viết chương trình tạo dãy đầu vào gồm 8 giá trị 
{ kx~ }={1,2,3,4,5,6,7,8} nhưng phải là các giá trị phức cho mảng x[] và sau 
đó gọi hàm fft(): 

void main() 
{ 
 complex *x; 
 int i,Nexp=3,N=8; 
 x=new complex [N]; 
 for (i=0;i<N;i++) x[i]=complex(double (i+1)); 
 fft(Nexp,x); 
 for (i=0;i<N;i++) 
  printf("\nx[%d]=(%f,%f)",i,real(x[i]),imag(x[i])); 
 delete [] x; 
 getch(); 
} 
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Chương trình sẽ cho ra kết quả: 
 x[0]=(36.000000,0.000000) 
 x[1]=(-4.000000,9.656854) 
 x[2]=(-4.000000,4.000000) 
 x[3]=(-4.000000,1.656854) 
 x[4]=(-4.000000,0.000000) 
 x[5]=(-4.000000,-1.656854) 
 x[6]=(-4.000000,-4.000000) 
 x[7]=(-4.000000,-9.656854) .       ο 

Kết hợp fft() cùng với kỹ thuật hàm cửa số nhằm làm giảm sai số rò rỉ và 
quan hệ (2.17b) ta sẽ có được hàm dft() viết trên C cho sau đây để phục vụ 
việc tính ảnh Fourier X(jnΩλ) của một tín hiệu x(t) từ dãy các giá trị tín hiệu 
xk = x(kTa), k = 0, 1, K , N−1 của nó. Hàm dft() có các biến hình thức sau: 

a) Con trỏ x chỉ đầu mảng số thực x[] chứa các giá trị tín hiệu đo được xk 
= x(kTa), với k = 0, 1, K , N−1. 

b) Ta chứa hằng số thời gian trích mẫu tín hiệu Ta . 
c) N là số các giá trị tín hiệu xk = x(kTa) đo được. 
d) w là chỉ số hàm cửa sổ được sử dụng để làm giảm sai số rò rỉ. Đây 

chính là chỉ số i của wi(t) cho trong mục 2.1.6, bởi vậy i chỉ có nghĩa 
khi nằm trong khoảng 0≤ i≤7. Nếu giá trị của w nằm ngoài khoảng 
[0,7] hàm dft() sẽ sử dụng hàm cửa sổ xung vuông w0(t). 

e) Con trỏ X chỉ đầu mảng số phức X[] chứa các giá trị ảnh Fourier 

X(jnΩλ), n=0,1, K , λ tính được với Ωλ=
aTλ

π2 trong đó λ phải là số 

nguyên dạng lũy thừa của 2 không nhỏ hơn N để phù hợp với chương 
trình con fft(). Hàm dft() tính ảnh Fourier của dãy {xk} gồm λ phần 
tử và các phần tử xk có chỉ số k từ N đến λ−1 được gán bằng 0 sau đó 
cất kết quả vào mảng X[] có độ dài ít nhất là λ.  

Hàm trả về giá trị λ là độ dài của mảng X[] chứa kết quả X(jnΩλ). Nội 
dung của mảng đầu vào x[] không bị thay đổi. 
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int dft(double *x, double Ta, int N, int w, complex *X) 
{ 
 int i,k,p,Nexp=0; 
 double T=Ta*N,s,t; 
 k=N/2; 
 for (i=0;i<=k;i++) 
 { 
  t=Ta*(double)(i-k); 
  s=fw(w,t,T); 
  X[i]=complex(x[i]*s*Ta); 
  if((i>0)&&(i!=(p=(N-i)))) X[p]=complex(x[p]*s*Ta); 
 } 
 while ((k=pow(2.,Nexp))<N) Nexp++; 
 for (i=N;i<k;i++) X[i]=complex(0.); 
 fft(Nexp,X); 
 return(k); 
} 

Hàm dft() trên sử dụng thêm hàm con fw() có nhiệm vụ phụ giúp việc 
tạo dãy { kx~ } từ dãy giá trị các tín hiệu {xk} đã cho trong mảng x[] theo 
công thức 

 kx~ = xkwi(kTa) 

bằng cách xác định wi(t+
2
T ) khi đã biết chỉ số i, thời gian t và khoảng thời 

gian sống T của tín hiệu. Hàm có các biến hình thức 
a) w chứa chỉ số hàm cửa sổ được sử dụng. Nội dung của w  là một số 

trong khoảng [0,7]. Nếu giá trị của w lớn hơn 7, hàm fw() sẽ sử dụng 
hàm cửa sổ w0(t). 

b) t là giá trị thời gian. 
c) T chứa giá trị T xác định suppwi(t)=(0, T) −xem thêm hàm cửa sổ ở 

mục 2.1.7. 

Hàm fw() trả về giá trị s = wi(t+
2
T ) tính được. 

double fw(int w, double t, double T) 
{ 
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 double s; 
 switch(w) 
 { 
  case 1: s=cos(t*M_PI/T); break; 
  case 2: s=1.-2.*fabs(t)/T; break; 
  case 3: s=0.5+0.5*cos(t*2*M_PI/T); break; 
  case 4: s=0.54+0.46*cos(t*2*M_PI/T); break; 

 case 5: s=0.42+0.5*cos(t*2*M_PI/T)+0.08*cos(t*M_PI*4/T); 
     break; 
  case 6: s=fabs(sin(t*M_PI*2/T)/M_PI)+1.- 
      2.*fabs(t/T)*cos(t*M_PI*2/T); 
     break; 
      case 7: if(fabs(t)<(T/4)) s=1.-24.*t*t*(1.- 
      2.*fabs(t/T)/(T*T)); 
     else s=2.*pow(1.-2.*fabs(t/T),3.); break; 
  default: s=1.; 
 } 
 return(s); 
} 

2.1.8 Toán tử DFT ngược 

Mục 2.1.7 đã trình bày thuật toán FFT được dùng để tính nhanh các giá 
trị { )(

~
ΩjnXa } từ dãy { kx~ }, k=0,1, K  ,  N−1 theo công thức 

 )(
~

ΩjnXa  = ∑
−

=

−1

0

2
~

N

k

nk
N

j
kex

π

, n=0,1, K  ,  N−1, 

trong đó kx~  là mẫu tín hiệu x(t) tại thời điểm t= kTa đã được nhân với giá trị 
hàm cửa sổ w(kTa) cũng tại thời điểm đó theo (2.23) nhằm làm giảm sai số 
rò rỉ: 
 kx~ = xkw(kTa)  

Kết hợp với thuật toán FFT mà cụ thể là hàm fft(), hàm dft() cho trong mục 
2.1.7 có nhiệm vụ tính 

 X(jnΩ) ≈ )(
~

ΩjnXT aa  

và nó được xem như là công thức tính gần đúng của toán tử Fourier 
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 X(jω) = ∫
∞

∞−

− dtetx tjω)(      (2.36) 

Bài toán ngược được xét ở đây là tìm x(t) từ các giá trị phổ đã có của nó 
X(jnΩ), n=0,1, K  ,  N−1, trong đó X(jnΩ) là giá trị của X(jω) tại điểm tần 
số ω=nΩ=

aNT
nπ2 , tức là xác định 

 x(t) = ∫
∞

∞−

ωω
π

ω dejX tj)(
2
1      (2.37) 

Thay ω’=−ω  vào (2.37) 

 x(t) = ∫
∞

∞−

−− ')'(
2
1 ' ωω
π

ω dejX tj     (2.38) 

rồi so sánh với (2.36) thì thấy ngoài hằng số 
π2
1  chúng có cấu trúc hoàn 

toàn tương tự. Cụ thể là vai trò của x(t) trong (2.36) thì  nay trong (2.38) 
được thay bởi 
 X(−jω') = )'( ωjX  

còn X(jω) trong (2.36) thì lại được thay bằng x(t). Do đó, nếu lý luận như đã 
làm với DFT ta sẽ đi đến công thức tính xấp xỉ cho x(t) như sau 

 x(kTa) ≈ ∑
−

=

−
ΩΩ

Ω 1

0

2

)()(
2

N

n

kn
N

j
ejnXnw

π

π
= ∑

−

=

−1

0

2
~1 N

n

kn
N

j
n

a
eX

NT

π

 (2.39) 

trong đó w(ω) là hàm cửa sổ trong miền phức nhằm làm giảm sai số rò rỉ 
của phép tính Fourier ngược và )()(

~
ΩΩ= jnXnwXn . 

Không kể hằng số 
aNT

1 thì (2.39) chính là công thức của DFT (2.29) với 

dãy các giá trị đầu vào: 
 { )()( ΩΩ jnXnw }, n=0,1,K ,  N−1. 

Nói cách khác, thuật toán FFT hay hàm fft() không những có tác dụng để 
tính { )(

~
ΩjnXa } từ dãy { kx~ } mà còn có thể được dùng để xác định  ngược 

kx~ từ dãy các giá trị liên hợp 

 )()(
~

ΩΩ= jnXnwXn  
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của ảnh Fourier của nó. 

áp dụng kết quả thu được ở trên, ta đi đến thuật toán sử dụng FFT cho 
việc tính ngược giá trị x(kTa) của tín hiệu x(t) như sau: 

1) Tạo dãy { )()( ΩΩ jnXnw }, n=0,1, K , N−1 từ các giá trị phổ X(jnΩ)  của 
tín hiệu. 

2) Gọi hàm fft() với đầu vào vừa tạo. Kết quả đầu ra sẽ là  dãy N−1 các giá 
trị kx~ ,  k=0,1, K , N−1. 

3) Tính x(kTa) ≈
a

k

NT
x~ , k=0,1, K , N−1 với  Ta=

ΩN
π2  

Thuật toán trên đã được cài đặt thành chương trình con invdft() viết trên 
C cho dưới đây để tham khảo. Chương trình con này có các biến hình thức 
sau: 

a) Ta là chu kỳ lấy mẫu tín hiệu. Tức là dãy giá trị đầu vào {X(jnΩ)}, 

n=0,1, K  ,  N−1, sẽ có Ω =
aNT

π2 . 

b) Nexp chứa số mũ lũy thừa 2 của N. Như vậy dãy tín hiệu vào 
{X(jnΩ)} của chương trình sẽ có độ dài là N=2Nexp. 

c) w xác định hàm cửa sổ được sử dụng nhằm giảm sai số rò rỉ của kỹ 
thuật DFT. Nội dung của w là chỉ số 0≤ i≤7 của wi(t) cho trong mục 
2.1.6. Nếu giá trị của w nằm ngoài khoảng [0,7] chương trình sẽ sử 
dụng hàm cửa sổ xung vuông w0(t). 

d) Con trỏ x chỉ đầu mảng số phức x[] chứa dãy giá trị đầu vào 
{X(jnΩ)}, n=0,1, K  ,  N−1,  theo thứ tự x[0]=X(0), K , x[N-1]= 
X(j(N−1)Ω). Mảng x[] phải có độ dài ít nhất là 2Nexp. 

Dãy kết quả {x(kTa)}, k=0,1, K  ,  N−1 sẽ được chương trình invdft() 
ghi lại vào mảng x[]. Nói cách khác, sau khi thực hiện chương trình thực 
hiện xong, dãy {X(jnΩ)} sẽ bị xóa và thay vào đó là dãy kết quả {x(kTa)}. 

void invdft(double Ta, int Nexp, int w, complex *x) 
{ 
 int i,k,p,N=pow(2,Nexp); 
 double T=Ta*N,s,t; 
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 k=N/2; 
 for (i=0;i<=k;i++) 
 { 
  t=Ta*(double)(i-k); 
  s=fw(w,t,T); 
  x[i]=conj(x[i])*s/T; 
  if((i>0)&&(i!=(p=(N-i)))) x[p]=conj(x[p])*s/T; 
 } 
 fft(Nexp,x); 
} 

2.2 Nhận dạng mật độ phổ tín hiệu 

Cho hai quá trình ngẫu nhiên u(t) và y(t). Như đã quy ước ở chương 1, 
nếu không có chỉ dẫn gì thêm, hai quá trình ngẫu nhiên này sẽ được hiểu là 
những quá trình ngẫu nhiên egodic. Quá trình u(t) được xem như là tập hợp 
của tất cả các tín hiệu đầu vào u(t) có thể có của đối tượng và cũng như vậy 
y(t) được xem là tập hợp tất cả các tín hiệu đầu ra y(t) có thể có từ đối 
tượng. 

Nhận dạng mật độ phổ Su(ω), Suy(jω) tức là phải xác định ảnh Fourier 
của hàm tương quan ru(τ), ruy(τ) theo công thức Wiener−Chitchin: 

 Su(ω) = ∫
∞

∞−

− dtetr tj
u

ω)(  và Suy(jω) = ∫
∞

∞−

− dtetr tj
uy

ω)(  (2.40) 

trong đó Su(ω) thuần thực vì ru(τ) là hàm chẵn, bởi vậy nó được viết đơn 
giản là Su(ω) thay cho Su(jω). 

Với định nghĩa trên thì để có Su(ω), Suy(jω) trước hết ta phải tính được 
ru(τ), ruy(τ) trên cơ sở quan sát các tín hiệu vào ra u(t), y(t). Nói cách khác 
việc nhận dạng Su(ω), Suy(jω)  theo nguyên tắc phải gồm hai bước: 

1) Xác định ru(τ), ruy(τ) từ dãy giá trị tín hiệu {uk}, {uk}, k=0,1, K   ,  
N−1. 

2) Tính Su(ω), Suy(jω) từ ru(τ), ruy(τ) theo công thức Wiener−Chitchin 
(2.40) nhờ kỹ thuật DFT, cụ thể là hàm dft() đã trình bày ở mục 2.1.  
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Vấn đề đặt ra ở đây cũng giống như trong mục trước là việc quan sát tín 
hiệu chỉ có thể được thực hiện trong khoảng [0,T), nên cũng chỉ có thể 
cung cấp được dãy {uk}, {uk}, k=0,1, K   ,  N−1 hữu hạn các giá trị tín 

hiệu u(kTa), y(kTa), trong đó N là số nguyên nhỏ nhất không nhỏ hơn 
aT

T . 

Điều này dẫn tới Su(ω), Suy(jω) nhận được không phải mật độ phổ chính 
xác của tín hiệu mà chỉ là những giá trị gần đúng. 

Sau đây, trong phần này ta sẽ làm quen với những phương pháp xác định 
xấp xỉ Su(ω), Suy(jω) thông qua việc quan sát tín hiệu trong khoảng thời 
gian hữu hạn [0,T) cũng như kỹ thuật làm tăng độ chính xác cho kết quả. 

2.2.1 Nhận dạng hàm tương quan 

Từ nay về sau, khái niệm hàm tương quan sẽ được hiểu chung là hàm tự 
tương quan ru(τ) và hàm hỗ tương quan ruy(τ). 

Do khoảng thời gian quan sát [0,T) các tín hiệu vào ra u(t), y(t) là hữu 
hạn nên để tường minh ta sẽ thay u(t), y(t) bởi )(~ tu , )(~ ty  bằng cách nhân u(t), 
y(t) với hàm cửa sổ xung vuông w0(t) như sau 

 )(~ tu = u(t)w0(t) =
⎩
⎨
⎧

∉
<≤
),0[   khi   0

0   khi   )(

Tt

Tttu  

 )(~ ty = y(t)w0(t) =
⎩
⎨
⎧

∉
<≤
),0[   khi   0

0   khi   )(

Tt

Ttty  

Khi đó hai công thức tính hàm tương quan ru(τ), ruy(τ) cho trong (1.30), 
(1.33) được sửa lại thành 

 )(~ τur = ∫ +
T

dttutu
T 0

)(~)(~1 τ      (2.41a) 

 )(~ τuyr = ∫ +
T

dttytu
T 0

)(~)(~1 τ ,     (2.41b) 

và tất nhiên )(~ tu , )(~ ty  cũng là những phần tử bất kỳ của tập hợp u(t), y(t). Lý 

do việc sửa hệ số 
T2
1  trong (1.30), (1.33) thành 

T
1  nằm ở bản chất khái 
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niệm giá trị trung bình mối tương quan của ru(τ) và ruy(τ), tức là phải chia 
giá trị tích phân (tổng) cho đúng khoảng thời gian đã quan sát tín hiệu (hay 
số các số hạng nếu dấu tích phân được thay bằng dấu tổng). 

Trước hết ta chứng minh định lý sau: 

Định lý 2.7: Hàm tương quan )(~ τur và )(~ τuyr xác định theo (2.41) sẽ đồng 

nhất bằng 0 khi τ nằm ngoài khoảng (−T, T). 

Chứng minh: Khi τ ∉(−T, T) ta luôn có )(~ τ+tu =0 và )(~ τ+ty =0 với mọi 
t∈[0,T). Do đó cũng có 

 )(~)(~ τ+tutu = )(~)(~ τ+tytu = 0, ∀t∈[0,T), τ∉(−T, T) 

và đó chính là điều phải chứng minh.    

Vấn đề đặt ra ở đây là kết quả quan sát tín hiệu u(t), y(t) trong khoảng 
thời gian t∈[0,T) không phải là )(~ tu , )(~ ty  mà chỉ là những giá trị ku~ = )(~

akTu , 

ky~ = )(~
akTy , k=0,1, K   ,  N−1 của chúng, trong đó Ta là khoảng thời gian 

trích mẫu, N là số nguyên nhỏ nhất không nhỏ hơn 
aT

T . Nếu áp dụng kỹ 

thuật hàm mở rộng δ(t) để mô hình hóa quá trình trích mẫu này, ta sẽ có 
được công thức tính gần đúng )(~ τur và )(~ τuyr như sau: 

 )(~
au mTr ≈ ∑

−

=
+

1

0

~~1
 

N

k
mkkuu

N
     (2.42a) 

 )(~
auy mTr ≈ ∑

−

=
+

1

0

~~1
 

N

k
mkk yu

N
     (

bằng cách thay { ku~ }, { ky~ } vào (2.41), đổi  dấu ∫ thành Σ , thay dt bằng Ta . 

Do { ku~ }, { ky~ } là những dãy hữu hạn với k=0,1, K , N−1, tức là khi k≤0 

hoặc k≥N  có ku~ = ky~ = 0, nên ngoài khoảng 0≤k<  N−⏐m⏐thì mku +
~ = mky +

~ = 
0.Bởi vậy hai công thức (2.42a) và (2.42b) có thể sửa lại được thành: 

 )(~
au mTr ≈ ∑

−−

=
+

1

0

~~1
 

mN

k
mkkuu

N
    (2.43a) 
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 )(~
auy mTr ≈ ∑

−−

=
+

1

0

~~1
 

mN

k
mkk yu

N
    (2.43b) 

Mặt khác, muốn tính giá trị trung bình )(~
au mTr , )(~

auy mTr  một cách chính 

xác, ta chia tổng có được cho đúng số các số hạng có trong tổng và đi đến 
dạng khác của (2.43) như sau 

 )(~
au mTr ≈ ∑

−−

=
+−

1

0

~~1
 

mN

k
mkkuu

mN
    (2.44a) 

 )(~
auy mTr ≈ ∑

−−

=
+−

1

0

~~1
 

mN

k
mkk yu

mN
    (2.44b) 

Cả hai công thức (2.43), (2.44) đều được sử dụng để tính gần đúng các 
giá trị )(~

au mTr , )(~
auy mTr  của hàm tương quan, trong đó (2.44) được gọi là 

công thức unbias (tức là sẽ không còn sai lệch tĩnh khi N →∞) và (2.42) là 
công thức bias (vẫn còn sai lệch ngay cả khi N →∞). 

Theo định lý 2.7, thì với ⏐m⏐≥ N có 

 )(~
au mTr = )(~

auy mTr = 0, 

do đó trong công thức tính xấp xỉ (2.42), (2.44) chỉ số m chỉ cần chạy từ − 
N+1 đến N−1 là đủ. 

Ngoài ra, kết hợp thêm với tính chất (1.31), (1.34) về hàm tương quan, ta 
cũng không cần phải tính )(~

au mTr , )(~
auy mTr  cho tất cả chỉ số m từ − N+1 đến 

N−1, mà chỉ cần tính cho m từ 0 đến N−1, vì khi m<0 giá trị của 
)(~

au mTr , )(~
auy mTr sẽ suy được ra từ các giá trị đối xứng )(~

au mTr − , )(~
ayu mTr − : 

 )(~
au mTr = )(~

au mTr − , )(~
auy mTr = )(~

ayu mTr − . 

Tóm lại, có hai cách tính gần đúng hàm tương quan như sau: 

1) Công thức bias 

 )(~
au mTr ≈

⎪
⎩

⎪
⎨
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−+−=−
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1,,1     víi        )(~
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k
mkk  (2.45) 
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 )(~
auy mTr ≈
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2) Công thức unbias 

 )(~
au mTr ≈
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 )(~
auy mTr ≈
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Một điều cần chú ý thêm là mặc dù những công thức trên cho phép tính 
được gần đúng 2N−1 giá trị )(~

au mTr , )(~
auy mTr , m=− N+1,K,−1,0,1, K , N−1 

của hàm tương quan từ N giá trị đo được ku~ , k=0,1, K , N−1 của tín hiệu 

vào u(t) và N giá trị ky~ , k=0,1, K , N−1 đo được của tín hiệu ra y(t), nhưng 

vì thời gian đo là hữu hạn nên với |m| càng lớn, sẽ càng có ít giá trị 

ku~ , ky~ tham gia vào công thức (2.45)÷(2.48), (hình 2.10), do đó sai số sẽ 

càng lớn. Bởi vậy, trong số 2N−1 giá trị )(~
au mTr , )(~

auy mTr tính được chỉ có 

một số ít các giá trị xung quanh điểm 0 là tương đối chính xác. 
 
 
 
 
 
 

 
Vậy lấy bao nhiêu thì đủ?. Để trả lời câu hỏi này, người ta đã lập bài toán 

thống kê và đi đến kết luận trong [10], [12] rằng con số đó là khoảng 5÷20% 
của 2N−1, tức là chỉ lấy thực sự các giá trị 

 )(~
au mTr , )(~

auy mTr   có |m|≤M     với   
20

)12( −N ≤ M 

≤
5

)12( −N , 

0 T 
 ku~

mky +
~  

mTa Thành phần ku~ , ky~  
tham gia vào công thức 
tính hàm tương  quan 

Hình 2.10: Mô tả sai số phụ thuộc vào m của các 
giá trị hàm tương quan )(~

auy mTr . 

m 
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trong đó M được gọi là chỉ số Lag (cắt bớt). 
Một hàm cor()viết trên ngôn ngữ lập trình C thực hiện việc cài đặt thuật 

toán nhận dạng hàm hỗ tương quan )(~
auy mTr theo các công thức 

(2.45)÷(2.48) cho dưới đây để tham khảo. 
Hàm cor()có 6 biến hình thức, bao gồm: 
a) Con trỏ u chỉ đầu mảng số thực u[] chứa các giá trị ku~ , k=0,1, K , 

N−1. 
b) Con trỏ y chỉ đầu mảng số thực y[] chứa các giá trị ky~ , k=0,1, K , 

N−1. 
c) Số nguyên N chứa độ dài hai dãy { ku~ }, { ky~ }, tức là chứa chỉ số N. 
d) Số nguyên M chứa chỉ số Lag, tức là độ dài cần phải có của dãy kết 

quả r[]. 
e) Số nguyên bias xác định giá trị hàm tương quan sẽ được tính theo 

công thức bias (bias=1) hay unbias (bias≠1). 
f) Con trỏ r chỉ đầu mảng số thực r[] chứa các giá trị )(~

auy mTr , m = 0,1, 

K , M tính được theo thứ tự r[0]= )0(~
uyr , r[1]= )(~

auy Tr , K , 

r[M]= )(~
auy MTr . 

Hàm trả về giá trị báo lỗi bằng 0 nếu M<N hoặc bằng 1 trong trường hợp 
ngược lại. Hàm không làm thay đổi nội dung các mảng u[], y[]. 
int cor(double *u, double *y, int N, int M, int bias, double *r) 
{ 
 int m,k,err=0; 
 if (M<N) 
  for (m=0;m<=M;m++) 
  { 
   r[m]=0.; 
   for(k=0;k<N-m;k++) r[m]=r[m]+u[k]*y[k+m]; 
   if  (bias==1) r[m]=r[m]/N; 
   else r[m]=r[m]/(N-m); 
  } 
 else err=1; 
 return (err); 
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} 
Muốn tính giá trị hàm tự tương quan )(~

au mTr , m=0,1, K , M ta gọi hàm 
trên với hai dãy đầu vào u[k], y[k] chứa cùng một giá trị là u[k]= y[k]= ku~ , 

k=0,1, K , N−1. Cũng như vậy, để tính những giá trị còn lại )(~
auy mTr , 

m=−M,K,−1,0 của hàm hỗ tương quan ta gọi hàm cor()với các giá trị đầu 
vào u[k]= ky~ , y[k]= ku~ , k=0,1, K , N−1. Kết quả sẽ là r[0]= )0(~

uyr , 

r[1]= )(~
auy Tr − , K , r[M]= )(~

auy MTr − . 

Ví dụ: Viết chương trình nhập dữ liệu và gọi hàm cor() 
void main() 
{ 
 double *u,*y, *r; 
 int N,M,i,k,bias; 
 printf ("N= "); scanf ("%d",&N); 
 printf ("M= "); scanf ("%d",&M); 
 printf ("bias= "); scanf ("%d",&bias); 
 u=new double [N+1]; y=new double [N+1]; r=new double [M+1]; 
 for (i=0;i<N;i++){printf ("u[%d]=",i); scanf ("%lf",u+i);} 
 for (i=0;i<N;i++){printf ("y[%d]=",i); scanf ("%lf",y+i);} 
 printf("err=%d\n",i=cor(u,y,N,M,bias,r)); 
 if (i==0) for (k=0;k<=M;k++) printf("r[%d]=\t%1.4f\n",k,r[k]); 
 delete [] u; 
 delete [] y; 
 delete [] r; 
 getch(); 
} 
sau đó thực hiện với các giá trị sau cho từ bàn phím 
N =4, M =2, bias =1, u[0]=y[0]=1, u[1]=y[1]=2, u[2]=y[2]=3, u[3]=y[3]=4, 
ta sẽ nhận được 
err=0, r[0]=7,5; r[1]=5,0 và r[2]=2,75.         
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2.2.2 Nhận dạng mật độ phổ 

Khái niệm nhận dạng gián tiếp mật độ phổ được hiểu là xác định các giá 
trị mật độ phổ thông qua việc nhận dạng hàm tương quan, tức là nhận dạng 
hàm tương quan trước rồi sau đó sử dụng dft() để tính giá trị mật độ phổ. 

Để xác định mật độ Su(ω), Suy(jω) ta đi từ công thức Wiener−Chitchin 
(2.40) cho )(~ τur và )(~ τuyr  sẽ có 

 )(
~ ωuS = ∫

−

−
T

T

j
u der ττ ωτ)(~  và )(

~ ωjSuy = ∫
−

−
T

T

j
uy der ττ ωτ)(~  (2.40) 

Giống như đã làm với tín hiệu x(t) ở mục 2.2, ở đây ta lại sử dụng hàm 
δ(t) mô tả quá trình trích mẫu )(~ τur , )(~ τuyr  thành )(~

au mTr , )(~
auy mTr , m=−N+1, 

K ,−1,0,1, K , N−1 và đi đến công thức tương đương với (2.29) như sau 

 )(
~

Nu nS Ω = Ta ∑
−

+−=

−
−1

1

12
2

)(~
N

Nm

N
jmn

au emTr
π

  (2.49a) 

 )(
~

Nuy jnS Ω = Ta ∑
−

+−=

−
−1

1

12
2

)(~
N

Nm

N
jmn

auy emTr
π

  (2.49b) 

trong đó ΩN=
aTN )12(

2
−
π  là khoảng thời gian lấy mẫu giá trị mật độ phổ của 

các hàm )(
~ ωuS , )(

~ ωjSuy trong miền phức và như vậy ta có thể sử dụng kỹ 

thuật DFT để thực hiện hai công thức trên. 

Tuy nhiên, như đã đề cập ở mục trước, do chỉ có các giá trị 
)(~

au mTr , )(~
auy mTr  với chỉ số |m| nhỏ là còn tương đối chính xác, nên ta sẽ 

không lấy tất cả 2N−1 giá trị )(~
au mTr , )(~

auy mTr  đã có vào việc tính mật độ 

phổ mà chỉ lấy một số ít nằm xung quanh điểm 0, giới hạn bởi chỉ số Lag M 

 )(~
au mTr , )(~

auy mTr   có |m|≤M. 

Các giá trị khác không bỏ đi mà đơn thuần được xem là bằng 0. Nói cách 
khác ta sẽ xác định ảnh Fourier của dãy giá trị gồm 2N−1 phần tử như sau 

0,L ,0, )(~
au MTr − ,L , )(~

au Tr − , )0(~
ur , )(~

au Tr ,L , )(~
au MTr ,0,L ,0 (2.50a) 
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0,L ,0, )(~
auy MTr − ,L , )(~

auy Tr − , )0(~
uyr , )(~

auy Tr ,L , )(~
auy MTr ,0,L ,0 (2.50b) 

Với việc áp dụng chỉ số Lag cắt bớt những giá trị )(~
au mTr , )(~

auy mTr  có sai 

số lớn đó, hai công thức (2.49) trở thành: 

 )(
~

Nu nS Ω = Ta ∑
−=

−
−M

Mm

N
jmn

au emTr 12
2

)(~
π

 

 )(
~

Nuy jnS Ω = Ta ∑
−=

−
−M

Mm

N
jmn

auy emTr 12
2

)(~
π

 

 

 

 

 

 

 

 

Công việc cuối cùng để có thể áp dụng được hàm dft() một cách trực tiếp 
cho dãy (2.50) để tính ảnh Fourier )(

~
Nu nS Ω , )(

~
Nuy jnS Ω  của nó là phải 

chuyển hai công thức trên về dạng { kx~ } như (2.29) yêu cầu, tức là chỉ số m 
của các số hạng trong dãy không chạy từ −N+1 đến N−1 như trong (2.50) 
mà phải đi từ 0 đến 2N−2. 

Để làm được điều này, ta áp dụng định lý 2.6 cho công thức (2.29) sẽ 
thấy giá trị mật độ phổ nhận được )(

~
Nu nS Ω , )(

~
Nuy jnS Ω trong (2.49) không 

chỉ đơn thuần là ảnh Fourier của dãy (2.50) mà là của một dãy tuần hoàn 
trong đó (2.50) là các giá trị trong một chu kỳ. Bởi vậy để có 

)(
~

Nu nS Ω , )(
~

Nuy jnS Ω đúng như dạng mà (2.29) yêu cầu, ta có thể áp dụng 

DFT cho những giá trị trong một chu kỳ khác bắt đầu từ điểm 0 (hình 2.11) 
và đi đến dạng dãy thích hợp cho FFT như sau: 

Dãy gồm có 2N-1 số hạng 

)(~ τur , )(~ τuyr  

τ 

Hình 2.11: áp dụng thuật toán FFT cho dãy giá trị (2.50). 

Dãy gồm có 2N-1 số hạng 

τ 

)(~ τur , )(~ τuyr  
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)0(~
ur , )(~

au Tr ,L , )(~
au MTr ,0,L ,0,L ,0, )(~

au MTr − ,L , )(~
au Tr − , (2.51a) 

 

)0(~
uyr , )(~

auy Tr ,L , )(~
au MTr ,0,L ,0,L ,0,  )(~

au MTr − ,L , )(~
au Tr − , (2.51b) 

 

Tổng kết lại tất cả những kết quả nêu trên về vấn đề nhận dạng mật độ 
phổ tín hiệu )(

~
Nu nS Ω , )(

~
Nuy jnS Ω từ các giá trị tín hiệu vào/ra { ku~ },{ ky~ }, 

k=0,1, K   ,  N−1 đã đo được của tín hiệu u(t), y(t) ta đi đến thuật toán: 

1) Chọn một số M trong khoảng 5÷20% của 2N−1 làm chỉ số Lag. 

2) Sử dụng hàm cor() để tính 2M+1 các giá trị hàm tương quan 
)(~

au mTr , )(~
auy mTr , m=−M, K ,−1,0,1, K ,M từ các giá trị tín hiệu 

{ ku~ },{ ky~ }, k=0,1, K   ,  N−1. 

3) Chọn hàm cửa sổ w(t) xác định trong khoảng |t |≤MTa  nhằm làm giảm 
sai số rò rỉ khi thực hiện công thức (2.49) bằng cách lấy một trong số 8 
hàm cửa sổ wi(t), i=0,1, K  ,7 đã cho tại mục 2.1.6 với T=2MTa  rồi 
dịch sang trái một khoảng MTa  sao cho hàm có giá trị cực đại tại t=0 
(nằm đối xứng qua trục tung). 

4) Nhân các giá trị )(~
au mTr , )(~

auy mTr với w(mTa) để có 

 )( au mTr
) = )()(~

aau mTwmTr  
 )( auy mTr

) = )()(~
aauy mTwmTr  

5) Chọn số nguyên λ là lũy thừa của 2 không nhỏ hơn 2N−1. Sắp xếp lại 
dãy { )( au mTr

) }, { )( auy mTr
) }, m=−M, K ,0, K , M thành 

)0(ur
) , )( au Tr

) ,L , )( au MTr
) ,0,L ,0, )( au MTr −

) ,L , )( au Tr −
)   

)0(uyr
) , )( auy Tr

) ,L , )( auy MTr
) ,0,L ,0, )( auy MTr −

) ,L , )( auy Tr −
)   

bằng cách thêm λ−2M−1 số 0 vào giữa, sao cho mỗi dãy có đúng λ 
phần tử. 

6) Nhân từng phần tử của dãy trên với chu kỳ trích mẫu Ta rồi sử dụng fft() 
để tính ảnh )(

~
λΩnSu , )(

~
λΩjnSuy , n=0,1, K , λ , trong đó Ωλ =

aTλ
π2 . 

2(N−M−1) số hạng 0 

2(N−M−1) số hạng 0 
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Chú ý: Hiệu ứng aliasing và leakage của toán tử DFT cũng tác động lên 
việc nhận dạng )(

~
λΩnSu , )(

~
λΩjnSuy vì đầu vào của chương trình chỉ là dãy giá 

trị )(~
au mTr , )(~

auy mTr , m=−M, K ,0, K , M chứ không phải bản thân hàm 

tương quan. Hơn nữa, do ta đã sử dụng số Lag M để hạn chế sự tham gia các 
giá trị  )(~

au mTr , )(~
auy mTr  có sai số lớn vào việc tính mật độ phổ, nên toàn bộ 

2N−2 giá trị phổ tính được )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy , n= 0,1, K , 2N−2 không có 

độ chính xác như nhau. Cụ thể là khi chỉ số n càng cao, sai số của 
)(

~
λΩnSu , )(

~
λΩjnSuy  càng lớn. Theo kết quả thống kê trong [12] thì chỉ có 

những giá trị )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy  trong khoảng 0≤n≤2M là có sai lệch không 

đáng kể. 

Thuật toán trên đã được cài đặt thành hàm và chương trình chuẩn trong 
các phần mềm tiện dụng như hàm spa() trong Toolbox Identification của 
MatLab. Một chương trình khác có tên spec() được cài đặt trên C phục vụ 
việc tính )(

~
λΩnSu , )(

~
λΩjnSuy   từ { ku~ }, { ky~ }, k=0,1, K   ,  N−1 dưới dạng 

hàm cho dưới đây để tham khảo. 

Hàm spec() này sử dụng thêm hàm con cor() phục vụ việc tính )(~
au mTr , 

)(~
auy mTr  theo công thức bias (2.45), (2.46) hoặc unbias (2.47), (2.48). 

Hàm spec() có các biến hình thức sau: 

a) Con trỏ u chỉ đầu mảng số thực u[] chứa các giá trị ku~ , k=0,1, K , 

N−1. 

b) Con trỏ y chỉ đầu mảng số thực y[] chứa các giá trị ky~ , k=0,1, K , 

N−1. 
c) Số thực Ta chứa hằng số thời gian trích mẫu. 
d) Số nguyên N chứa độ dài hai dãy { ku~ }, { ky~ }, tức là chứa chỉ số N. 

e) Số nguyên Sexp chứa số mũ lũy thừa 2 của độ dài của dãy kết quả 
{ )(

~
λΩjnSuy }, n = 0,1, K , 2Sexp−1. 
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f) Số nguyên M chứa chỉ số Lag, tức là độ dài cần phải có của dãy giá trị 
hàm tương quan { )(~

auy mTr }. 

g) Số nguyên bias xác định giá trị hàm tương quan sẽ được tính theo 
công thức bias (bias=1) hay unbias (bias≠1). 

h) Số nguyên w xác định chỉ số 0≤i≤7 của hàm cửa sổ sẽ được sử dụng 
nhằm làm giảm sai số rò rỉ (mục 2.1.6) khi sử dụng kỹ thuật DFT. 
Nếu nội dung của w là một số ngoài khoảng [0,7] thì hàm sẽ sử dụng 
hàm cửa sổ w0(t). 

i) Con trỏ S chỉ đầu mảng số phức S[] chứa kết quả { )(
~

λΩjnSuy } theo 
thứ tự S[0]= )0(

~
uyS , S[1]= )(

~
λΩjSuy , K , S[n]= )(

~
λΩjnSuy , K. Như vậy 

mảng S[] phải có độ dài ít nhất là 2Sexp.  
Hàm spec() không làm thay đổi nội dung của hai mảng u[] và y[]. 

Hàm trả về giá trị −1 nếu M≥ N. Trường hợp M< N hàm sẽ trả về giá trị 
là độ dài thực có của dãy kết quả { )(

~
λΩjnSuy } trong mảng S[]. 

int spec(double *u,double *y,double Ta,int N,int Sexp,int M, 
   int bias,int w,complex *S) 
{ int i,j,p=pow(2,Sexp); 
 double *r,T=Ta*2*M,s; 
 r=new double[M+1]; 
 if(cor(u,y,N,M,bias,r)!=0) return(-1); 
 for(i=0;i<=M;i++) S[i]=complex(r[i]); 
 for(i=M+1;i<p-M;i++) S[i]=complex(0.); 
 if(cor(y,u,N,M,bias,r)!=0) return(-1); 
 for(i=1;i<=M;i++) S[p-i]=complex(r[i]); 
 for (i=0;i<=M;i++) 
 { 
  s=fw(w,Ta*i,T); 
  S[i]=S[i]*s*Ta; 
  if(i>0) {j=p-i; S[j]=S[j]*s*Ta;} 
 } 
 fft(Sexp,S); 
 delete [] r; 
 return(p); 
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} 
Muốn sử dụng hàm spec() để tính { )(

~
λΩnSu } ta chỉ cần gọi hàm với hai 

dãy đầu vào giống nhau u[k]= y[k]= ku~ , k=0,1, K , N−1. 

2.3 Nhận dạng mô hình không tham số 

2.3.1 Xác định đường đặc tính tần biên pha 
Cho một đối tượng cần nhận dạng. Giả sử rằng thông tin A−priori đã cho 

ta biết đối tượng có thể mô tả được bởi một mô hình tuyến tính. Nếu chọn 
dãy hàm trọng lượng {gk} làm lớp mô hình tuyến tính thì nhiệm vụ đặt ra 
cho bài toán nhận dạng sẽ là: Thông qua việc quan sát các tín hiệu vào ra 
u(t), y(t) với kết quả quan sát là dãy giá trị {uk}, {yk}, trong đó 

 uk = u(kTa),  yk = y(kTa) 

và Ta là chu kỳ trích mẫu, hãy xác định dãy hàm trọng lượng {gk} sao cho 
tổng bình phương các sai lệch ek là nhỏ nhất (hình 2.12). 

 
 
 
 
 
 
 
 
Ký hiệu M

ky  là giá trị tín hiệu đầu ra của mô hình tại thời điểm kTa thì sai 
lệch ek  cũng tại thời điểm đó sẽ là 

 ek = yk − M
ky  = yk −gk*yk = yk − ∑

∞

−∞=
−

n
nknug  

do đó tổng bình phương các sai lệch được tính bằng 

 Q = ∑
∞

−∞=k
ke

2 = ∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
−−

k n
nknk ugy

2

 

Đây là hàm theo biến {gk}. Hàm có dạng toàn phương với giá trị không 
âm và bằng 0 khi và chỉ khi {gk} mô tả chính xác đối tượng, tức là tín hiệu 

y0(t)u(t) 

Mô hình 
{gk} 

Quan sát tín hiệu 
(trích mẫu) 

y(t)

uk yk
ek 

Hình 2.12: Phát biểu bài toán nhận dạng 
mô hình không tham số. 

n(t)

M
ky

Đối tượng
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đầu ra của đối tượng đúng bằng tín hiệu đầu ra của mô hình. Bởi vậy để Q 
có giá trị nhỏ nhất thì cần và đủ là 

 
lg

Q
 
 

∂
∂ = 0 với mọi l. 

Điều này dẫn đến 

  0 = ∑ ∑
∞

−∞=
−

∞

−∞=
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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k
lk

n
nknk uugy  

  = ∑ ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=
−−

∞

−∞=
− ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

n k
lknkn

k
klk uugyu . 

Thay k−l bằng q trong tổng thứ nhất và k−n bằng p trong tổng thứ hai 

 ∑
∞

−∞=
+

q
lqq yu = ∑ ∑

∞

−∞=

∞

−∞=
−+ ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

n p
lnppn uug  

sau đó lấy giá trị trung bình của hai vế 

 ruy(lTa) = ∑
∞

−∞=
−

n
aun Tlnrg ))(( =gl*ru(lTa) 

rồi chuyển sang miền phức, chẳng hạn như với chương trình spec() đã được 
trình bày trong mục 2.2, sẽ được 

 )(
~

λΩjnSuy =G(jnΩλ) )(
~

λΩnSu  

⇒ G(jnΩλ) =
)(

~
)(

~

λ

λ

Ω

Ω

nS

jnS

u

uy ,     (2.52) 

trong đó Ωλ  =
aTλ

π2  với λ là một số nguyên lũy thừa của 2 nhỏ nhất nhưng 

không nhỏ hơn 2N−1, )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy ,  n=0,1, , K , λ−1 là các giá trị 
nhận dạng được của hàm mật độ phổ Su(ω), Suy(jω) tại các điểm tần số ω = 
nΩλ và N là số các giá trị tín hiệu uk , yk đã quan sát được.  

Công thức (2.52) nói rằng hàm trọng lượng g(t) của đối tượng tuyến tính, 
nhận dạng theo phương pháp cực tiểu hóa sai lệch đầu ra, có các giá trị ảnh 
Fourier là tỷ số giữa giá trị mật độ phổ chéo và giá trị mật độ phổ hợp tín 
hiệu vào/ra. Kết quả của phương pháp nhận dạng này sẽ không bị ảnh 
hưởng bởi nhiễu n(t) nếu nhiễu đó tác động tại đầu ra của đối tượng, có giá 
trị trung bình mn=0 và không tương quan với tín hiệu vào u(t), vì 
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 )( ωjSuy =
43421

0

)()(
0

=

+ ωω jSjS unuy = )(
0

ωjSuy . 

Cũng từ công thức trên ta đi đến thuật toán xác định ảnh Fourier G(jnΩλ) 
của dãy hàm trọng lượng {gk} từ N các giá trị tín hiệu uk , yk như sau: 

1) Nhận dạng mật độ phổ )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy , n = 0,1, K ,λ−1  từ những 

giá trị tín hiệu vào/ra uk , yk , k=0,1, K , N−1 của đối tượng theo thuật 
toán đã trình bày trong mục 2.2, chẳng hạn như theo chương trình 
spec(). Chúng được xem là những giá trị gần đúng của Su(nΩλ), 
Suy(jnΩλ). 

2) Xác định giá trị ảnh Fourier G(jnΩλ), n=0,1, K ,2M  của hàm dãy trọng 
lượng {gk} theo công thức (2.52). 

Thuật toán trên đã được cài đặt thành hàm nonpar() viết trên C cho dưới 
đây để tham khảo. Hàm này có các biến hình thức sau: 

a) Con trỏ u chỉ đầu mảng số thực u[] chứa các giá trị uk, k=0,1, K , 
N−1. 

b) Con trỏ y chỉ đầu mảng số thực y[] chứa các giá trị yk, k=0,1, K , 
N−1. 

c) Số thực Ta chứa hằng số thời gian trích mẫu. 
d) Số nguyên N chứa độ dài hai dãy {uk}, {yk}, tức là chứa chỉ số N. 
e) Số nguyên M chứa chỉ số Lag, tức là độ dài cần phải có của dãy giá trị 

hàm tương quan { )(~
auy mTr }, đồng thời cũng xác định độ dài của dãy 

kết quả {G(jnΩλ)} là 2M+1, tức là n=0,1, , K , 2M với Ωλ  =
aTλ

π2 , 

trong đó λ là một số nguyên lũy thừa của 2 nhỏ nhất nhưng không 
nhỏ hơn 2N−1. 

f) Số nguyên bias xác định giá trị hàm tương quan sẽ được tính theo 
công thức bias (bias=1) hay unbias (bias≠1). 

g) Số nguyên w xác định chỉ số 0≤i≤7 của hàm cửa sổ sẽ được sử dụng 
nhằm làm giảm sai số rò rỉ (mục 2.1.6) khi sử dụng kỹ thuật DFT. 
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Nếu nội dung của w là một số ngoài khoảng [0,7] thì hàm sẽ sử dụng 
hàm cửa sổ w0(t). 

h) Con trỏ G chỉ đầu mảng số phức G[] có độ dài 2M+1 chứa kết quả 
{G(jnΩλ)} theo thứ tự G[0]=G(0), G[1]=G(jΩλ), K , 
G[2M]=G(j(2M)Ωλ).  

Hàm nonpar() trả về giá trị báo lỗi −1 nếu M≥ N. Trường hợp không có 
lỗi (M<N) hàm sẽ trả về giá trị λ. Hàm không làm thay đổi nội dung của các 
mảng u[], y[]. 

int nonpar(double *u,double *y,double Ta,int N,int M,int bias, 
    int w,complex *G) 
{ 
 int p,Sexp=0,k=2*N-1,i; 
 complex *Su,*Suy; 
 while ((p=pow(2,Sexp))<k) Sexp++; 
 Su=new complex[p]; 
 Suy=new complex[p]; 
 if((p=spec(u,u,Ta,N,Sexp,M,bias,w,Su))>0) 
  if((p=spec(u,y,Ta,N,Sexp,M,bias,w,Suy))>0) 
  { 
   k=2*M; 
   for(i=0;i<=k;i++) G[i]=Suy[i]/Su[i]; 
  } 
 delete [] Su; 
 delete [] Suy; 
 return(p); 
} 

Chú ý rằng trong số các giá trị )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩjnSuy  tính bằng chương 

trình spec() vừa trình bày trong mục 2.2 thì chỉ những giá trị có chỉ số n 
trong khoảng 0≤n≤2M là có sai số chấp nhận được ([12]). Bởi vậy khi sử 
dụng (2.52) để xác định G(jnΩλ) ta cũng chỉ nên cho n chạy từ 0 đến 2M. 

Hình 2.13 là một ví dụ minh họa cho điều khẳng định trên. Đường đậm 
nét trong hình là đồ thị biểu diễn phần thực và ảo của đường đặc tính tần 
G(jω) đối tượng quán tính bậc hai: 
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 G(s) =
)55,01)(6,11(

5,2
ss ++

. 

(đường đặc tính tần chính xác). 

Sử dụng hàm nonpar() với 2048 giá trị tín hiệu vào ra {uk}, {yk}, trong 
đó thời gian trích mẫu Ta=0,1ms, chỉ số Lag M=280 ta có được dãy 
{G(jnΩλ)}, Ωλ  =15,8s−1 tính theo thuật toán vừa trình bày. Đường nét thanh 
trong hình là đường biểu diễn dãy các giá trị đó (đường đặc tính tần nhận 
dạng được). 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ta nhận thấy ngay rằng trong khoảng 

 0 ≤ n ≤ 560 =2M, 

sai lệch giữa hai đường là không đáng kể, thậm chí chũng gần như trùng 
nhau. Ngược lại, khi n >2M=560 đường đặc tính tần nhận dạng được có một 
sai lệch khá lớn so với đường đặc tính tần chính xác. 

Giá trị phần ảo Giá trị phần thực 

Phần ảo 

Phần thực 

Đường đậm nét là đường đặc tính tần chính xác 
Đường nét thanh là đường đặc tính tần nhận dạng 
được

0 

1 
0 

2 

−1 

−0,5 

−1 

0,5 

nΩλ  

Những giá trị nhận dạng 
được có thể chấp nhận 
được là những giá trị trong 
khoảng từ 0 đến 2M=560 

450300150 600 1150 1300 

Hình 2.13: So sánh đường đặc tính tần G(jω) nhận dạng được với đường thực phải có của 
một đối tượng quán tính bậc 2. 

750 900
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2.3.2 Xác định hàm trọng lượng từ đường đặc tính tần 

Để tính ngược giá trị gk của hàm trọng lượng g(t) từ dãy G(jnΩλ), n=0,1, 
K ,2M ta sử dụng chương trình invdft() đã trình bày trong mục 2.1.8. Kết 
quả nhận được sẽ là dãy các giá trị gk=g(kTa) của g(t). 

1) Sử dụng hàm nonpar() để xác định {G(jnΩλ)}, n=0,1, , K , 2M với 

Ωλ  =
aTλ

π2 , trong đó λ là một số nguyên lũy thừa của 2 nhỏ nhất nhưng 

không nhỏ hơn 2N−1 và N là độ dài dãy giá trị tín hiệu {uk}, {yk} đo 
được với chu kỳ lẫy mẫu Ta. 

2) Gắn thêm những giá trị 0 vào sau dãy G(jnΩλ), n=0,1, K ,2M để dãy 
mới có đúng λ phần tử. 

3) Sử dụng hàm invdft() để chuyển ngược {G(jnΩλ)}, n=0,1, , K , λ−1, 
trong đó G(jnΩλ)=0 nếu n > 2M sang miền thời gian. Kết quả thu được 
sẽ là {gk}, k=0,1, K , λ−1 với gk = g(kTa). 

Câu hỏi ôn tập và bài tập 

1. Với những điều kiện gì thì việc nhận dạng ảnh Fourier của một tín hiệu 

theo công thức X(jnΩ)= ∑
−

=

−1

0

2

)(
N

k

N
jkn

a ekTx
π

 với Ω =
aNT

π2  sẽ không có hiệu 

ứng trùng phổ và với những điều kiện gì thì việc nhận dạng ảnh Fourier 
của một tín hiệu cũng theo công thức đó sẽ không có hiệu ứng rò rỉ. 

2. Với những tín hiệu như thế nào thì việc nhận dạng ảnh Fourier của nó 

theo công thức X(jnΩ)= ∑
−

=

−1

0

2

)(
N

k

N
jkn

a ekTx
π

 với Ω =
aNT

π2  sẽ cho ra kết quả 

đúng, tức là không chứa cả hai loại sai số trùng phổ và sai số rò rỉ?. 

3. Hãy chỉ rằng từ dãy gồm N giá trị uk , yk,  k=0,1, K , N−1 đo được của 
tín hiệu u(t), y(t) trong khoảng thời gian [0, T) với chu kỳ lấy mẫu Ta , 
tức là uk = u(kTa), yk = y(kTa) và T = NTa thì các giá trị của hàm tương 
quan 
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 ruy(mTa) ≈ ∑
−−

=
+

1

0

1
 

mN

k
mkk yu

p
, m = −N+1,K,−1,0,1, K , N−1 

trong đó p =
⎩
⎨
⎧

− unbiasd¹ng  nhËn nÕu  

d¹ng bias nhËn nÕu  

mN

N  

có thể được tính nhanh theo thuật toán sau: 
a) Tìm một số nguyên λ lũy thừa của 2 nhỏ nhất nhưng không nhỏ hơn 

2N−1, sau đó xây dựng dãy có λ phần tử như sau 

ku~  = nÕu 0 1

0 nÕu 1
ku k N

N k λ

⎧ ≤ ≤ −⎪
⎨

≤ ≤ −⎪⎩

   

   
,  

ky~  = 1 nÕu 1 2 2

0 nÕu 0 2 hoÆc 2 1 1
k Ny N k N

k N N k λ
− +⎧ − ≤ ≤ −⎪

⎨
≤ ≤ − − ≤ ≤ −⎪⎩

   

              
 

b) Gọi hàm fft() để tính ảnh Fourier )(
~

λΩjnUa  của dãy { ku~ } và )(
~

λΩjnYa  

của dãy { ky~ }, n = 0,1 K , λ−1. 

c) Xác định dãy )(
~

λΩjnRa = )(
~

)(
~

λλ ΩΩ jnYjnU aa , n = 0,1 K, λ−1. 

d) Chuyển ngược { )(
~

λΩjnRa } sang miền thời gian bằng cách sử dụng 

hàm fft() một lần nữa với dãy đầu vào )(
~

λΩjnRa = )(
~

)(
~

λλ ΩΩ jnYjnU aa . 

e) Chia từng phần tử của dãy kết quả thu được sau khi chuyển ngược 
sang miền thời gian cho hằng số p ta sẽ được dãy các giá trị 
{ruy(mTa) } theo thứ tự 

 {ruy((−N+1)Ta) , K , ruy(−Ta) , ruy(Ta) , K ,  ruy((−N+1)Ta) } 

4. Hãy để xây dựng một chương trình tính nhanh các giá trị mật độ phổ tín 
hiệu Suy(jnΩλ), n = 0,1 K, λ−1 từ các giá trị tín hiệu uk , yk , k=0,1, K , 
N−1 đo được của tín hiệu u(t), y(t) trong khoảng thời gian [0, T) với chu 
kỳ lấy mẫu Ta bằng cách sử dụng thuật toán đã cho ở bài 3, trong đó T = 
NTa , λ là số nguyên nhỏ nhất có dạng lũy thừa của 2  nhưng không nhỏ 

hơn 2N−1 và Ωλ =
aTλ

π2 . 

5. Chứng minh rằng các giá trị mật độ phổ  
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 Suy(jnΩ) = Ta ∑
−

=

−1

0

2

)(
N

m

N
jmn

auy emTr
π

 

với Ω =
aNT

π2 , tính từ N giá trị uk , yk, k=0,1, K , N−1 đo được của tín 

hiệu u(t), y(t) trong khoảng thời gian [0, T) với chu kỳ lấy mẫu Ta , có 
thể được xác định theo công thức 

Suy(jnΩ) = )()( ΩΩ jnYjnU
p

T
aa

a  

trong đó p =
⎩
⎨
⎧

− unbiasd¹ng  nhËn nÕu

d¹ng bias nhËn nÕu

  
  

mN

N  

Ua(jnΩ) = ∑
−

=

−1

0

2N

k

N
jkn

keu
π

  ,  Ya(jnΩ) = ∑
−

=

−1

0

2N

k

N
jkn

key
π

, 

nói cách khác Ua(jnΩ) là ảnh Fourier thu được nhờ fft() của {uk}, 
k=0,1, K , N−1 và  Ya(jnΩ) là ảnh Fourier của {yk}, k=0,1, , K , 
N−1. 

 



3 Nhận dạng mô hình liên tục, tuyến tính có tham số từ mô hình 
không tham số 

Mô hình liên tục có tham số được dùng để mô tả đối tượng tuyến tính 
ở chương này là hàm truyền đạt biểu diễn tỷ số giữa ảnh Laplace Y(s) của 
tín hiệu đầu ra y(t) và ảnh Laplace U(s) của tín hiệu đầu vào u(t): 

 G(s) =
)(
)(

sU
sY =

a
a

b
b

n
n

n
n

sasaa

sbsbb

+++

+++

  

  

10

10

L

L , na ≥ nb  (

trong đó na , nb có thể là cho trước (mô hình có cấu trúc) hoặc là những 
tham số cần phải được xác định (mô hình không có cấu trúc). Bài toán đặt ra 
là từ mô hình không tham số đã có, hãy xác định b0 , b1 , K , 

bnb , a0 , a1 , K 

, 
ana thuộc R cho (3.1). 

Mô hình không tham số đã có là hàm quá độ h(t) thu được tại đầu ra nhờ 
phương pháp nhận dạng chủ động với tín hiệu chọn trước là hàm Heaviside 
1(t) ở đầu vào, hoặc dãy các giá trị ảnh Fourier G(jnΩλ) của hàm trọng 
lượng g(t) thu được trên cơ sở quan sát các tín hiệu vào/ra (nhận dạng bị 
động). Phương pháp nhận dạng dãy giá trị G(jnΩλ), n = 0,1, K , 2M với M 
là một chỉ số Lag chọn trước trên cơ sở phân tích phổ tín hiệu, có để ý đến 
nhiệm vụ lọc nhiễu đã được trình bày trong chương 2. 

3.1 Xác định tham số mô hình từ hàm quá độ 

3.1.1 Những kết luận tổng quát 

Một số kết luận tổng quát trình bày dưới đây có thể chưa đủ cho việc xác 
định toàn bộ các tham số b0 , b1 , K , 

bnb , a0 , a1 , K ,
ana ∈R của mô hình 
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(3.1) từ hàm quá độ h(t), song cũng là cần thiết để có được những kiến thức 
ban đầu hỗ trợ cho các công việc tiếp theo. Những kết luận đó sẽ là: 

− Kết luận về bậc mô hình, tức là về na và nb . 
− Kết luận về các thành phần cơ bản như khâu khuếch đại P, tích phân I, 

vi phân D có trong mô hình (3.1). 
− Kết luận về dạng các điểm cực cũng như các điểm không của (3.1) và 

nếu có thể thì còn về sự phân bố của chúng trong mặt phẳng phức. 

Kết luận 1: 1) Nếu h(+0) = 0 thì na > nb . Ngược lại nếu h(+0) ≠ 0 thì      
na = nb . 

  2) Nếu )0(+h
dt
d = 0 thì na − nb >1. Ngược lại nếu )0(+h

dt
d ≠0 thì na 

= nb+1. 
  3) Nếu h(+∞) = ∞ thì a0 = 0, hay trong G(s) có một khâu I nối tiếp: 

   G(s) =
)  (

  
1

21

10
−+++

+++

a
a

b
b

n
n

n
n

sasaas

sbsbb

L

L . 

  4) Nếu h(+∞) = 0 thì b0 = 0, hay trong G(s) có một khâu D nối tiếp: 

   G(s) =
a

a

b
b

n
n

n
n

sasaa

sbsbbs

+++

+++ −

  

)  (

10

1
21

L

L . 

  5) Nếu h(+∞) là một hằng số khác 0 thì trong G(s) có một khâu P 

nối tiếp với hệ số khuếch đại k =
0

0

a
b : 

   G(s) =
a

a

b
b

n
n

n
n

sasa

sbsb
k

~  ~1

~
  

~
1

1

1

+++

+++

L

L . 

Để chứng minh kết luận 1 ta có thể sử dụng các công thức sau của toán tử 
Laplace: 

1) x(+0) = )(lim ssX
s ∞→

 (3.2a) 

2) x(+∞) = )(lim
0

ssX
s→

 (3.2b) 

3) L{
dt
dx } = sX(s) − x(+0) (3.2c) 
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trong đó ký hiệu L{⋅} chỉ phép tính lấy ảnh Laplace và việc đó dành cho bạn 
đọc như những bài tập ôn luyện. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Các hình 3.1, 3.2 và 3.3 minh họa trực quan nội dung kết luận 1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 3.3: Xác định các thành phần cơ bản (P, I, D) có trong mô hình (3.1) thông qua dạng 
hàm quá độ khi t → ∞. 

h(t) 

t 

Hàm có chứa thành phần tích phân (I) 

Hàm có chứa thành phần khuếch đại (P) 

Hàm có chứa thành phần vi phân (D) 

h1(t) 

h2(t) 
h3(t) 

k 

Hai hàm h2(t) và h3(t) có đạo hàm tại t=0 bằng 0 nên mô 
hình (3.1) của nó phải có na− nb >1 

Hàm h1(t) có đạo hàm tại t=0 khác 0 nên mô hình (3.1) của nó phải có na− nb =1 

Hình 3.2: Một số dạng hàm quá độ của đối tượng mà mô hình (3.1) của nó có bậc của tử 
số lớn hơn bậc của mẫu số. 

h1(t) 

t 

h(t) h2(t) 

h3(t) 

Hàm có h(+0)≠0 nên mô hình (3.1) của nó phải 
có na = nb . 

h1(t) 

h3(t) 

h2(t) 

t 

h(t) 

Hàm có h(+0)=0 nên mô hình (3.1) của 
nó phải có na > nb . Hình 3.1: Xác định quan hệ ban đầu giữa 

bậc của đa thức tử số và đa thức 
mẫu số thông qua giá trị của hàm 
quá độ h(t) tại điểm t=0. 
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Ví dụ 1: Một đối tượng với hàm tryền đạt G(s) dạng (3.1) có hàm quá độ 
(hình 3.4) 

 h(t) = 1−
te

ttt

6

64215 23 +−+− . 

Do h(+0) = 0 nên na > nb . Thêm nữa đạo hàm 

 )(th
dt
d = −

te

ttt

6

487218 23 −+−  

tại điểm t =+0 có 
dt

dh )0(+ ≠0 nên na − nb =1. 

Ngoài ra, vì )(lim th
t ∞→

= 1 nên trong G(s) có thành phần khâu khuếch đại, tức 

là hai tham số đầu sẽ thỏa mãn 
0

0

a
b =1.      

 

 

 

 

 

 

 

 

Ví dụ 2: Từ hàm quá độ h(t) cho trong hình 3.5 của một đối tượng ta có thể 

suy ra được những kết luận cho mô hình G(s) =
sT
sT

m

t

+
+

1
1  của nó như sau: 

− mt TT >  nếu h(t) khi t < ∞ luôn có giá trị lớn hơn h(∞) =1. 

− mt TT <  nếu h(t) khi t < ∞ luôn có giá trị nhỏ hơn h(∞) =1.     ο 

Tổng quát hóa kết quả minh họa của ví dụ 2, tiếp theo ta sẽ xét đối tượng 
mô tả bởi 

t 

h(t) 

1 

0,5 

1,5 

1 52 3 4 

G(s) =
4

3

)1(

)21(

s

s

+

+  

Hình 3.4: Hình minh họa cho ví dụ 1. 

mT
tT

>1

t 

h(t) 

1

Hình 3.5: Hàm quá độ cho ví dụ 2. 

mT
tT

>1
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 G(s) =
)1(  )1)(1(

)1(  )'1)('1(
'

21

'
21

sTsTsT

sTsTsT
k

a

b

n

n

+++

+++

L

L    (3.2) 

tức là từ h(t) nhận biết được rằng đối tượng có thành phần khuếch đại. Tham 
số Ti được gọi là hằng số thời gian của đa thức mẫu số và Ti' là hằng số thời 
gian đa thức tử số. Không mất tính tổng quát nếu ta giả thiết 

 T1 ≤ T2  ≤ K ≤
anT  và T1' ≤ T2' ≤ K ≤ '

bnT  

Kết luận 2: Nếu h(t) không lượn sóng và không giảm, tức là h(t) không 
chứa thành phần quá điều chỉnh, thì các tham số Ti , Ti' của mô hình 
(3.2) tương ứng phải là những số thực và phải thỏa mãn: 

  
anT > '

bnT , 1−anT > '
1−bnT , K , 1−− ba nnT > T1' (3.3) 

Hình 3.6 minh họa một số dạng hàm quá độ h(t) không giảm, không lượn 
sóng (không có độ quá điều chỉnh) mà mô hình (3.2) tương ứng của nó có 
dạng như kết luận 2 vừa nêu. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kết luận 3: Nếu h(t) không lượn sóng, có độ quá điều chỉnh nhưng sau đó 
giảm dần về h(∞)=k và không nhỏ hơn k thì tham số Ti , Ti' của mô hình 

G2(s)=
)8,01)(1(

)5,01( 2

ss
s

++
+

 

G1(s)=
s

s
+

+
1

75,01  

0,2 

t 

0,4 

0,6 

0,8 

1 

h(t) 

1 2 3 4 5 

G3(s)=
s+1

1
 

Hình 3.6: Một số dạng hàm quá độ minh họa 
cho kết luận 2 

G2(s)=
2)2,21)(2,11)(5,01(

)31)(21)(1(

sss

sss

+++

+++
 

t 

1

h(t) 

G1(s)=
)5,11)(75,01(
)8,11)(5,01(
ss
ss

++
++

 

Hình 3.7: Một số dạng hàm quá độ minh họa 
cho kết luận 3. 
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(3.2) tương ứng phải là những số thực và phải tồn tại duy nhất một chỉ số 
l∈{1,2, K , nb } để một trong nb bất đẳng thức (3.3) không được thỏa mãn. 

Hình 3.7 là một số ví dụ về các hàm quá độ h(t) có dạng thỏa mãn giả 
thiết của kết luận 3 cùng với mô hình (3.2) tương ứng của nó. ở đây ta thấy 
trong G1(s) có 

 T2 =1,5 < T2'=1,8 

và trong G2(s) có 

 T4 =2,2 < T3'=3. 

Kết luận 4: Nếu h(t) có m điểm cực trị, trong đó điểm cực đại nằm trên 
đường h(∞)=k và điểm cực tiểu nằm dưới đường h(∞)=k thì những 
tham số Ti , Ti' của mô hình (3.2) tương ứng phải là những số thực và 
phải tồn tại m chỉ số trong khoảng {1, 2, K , nb} để có m bất đẳng 
thức trong (3.3) không được thỏa mãn. 

Để minh họa cho kết luận 4 ta xét lại ví dụ 1 với hàm h(t) cho trong hình 
3.8. Hàm này có dạng thỏa mãn giả thiết yêu cầu trong kết luận 4 với m=3 
điểm cực trị. Kiểm tra lại mô hình (3.2) tương ứng của nó 

 G(s) =
4

3

)1(

)21(

s

s

+

+  

ta thấy đúng là có 3 bất đẳng thức (3.3) không được thỏa mãn và đó là 

 Ti+1 =1 < Ti' =2 , i = 1, 2, 3. 
Ngược lại, từ 

 )(th
dt
d = −

te

ttt

6

487218 23 −+−  

có )(th
dt
d =0 tại t1 ≈ 0,8 , t2 ≈ 4,6 , t3 ≈ 12,6. 

Suy ra:  hmax1 ≈ 2,4 , hmin ≈ 0,9 , hmax2 ≈ 1,01 .   

 

 

 

h(t) 

t 

1 

0,8 124,6 

G(s) =
4

3

)1(

)21(

s

s

+

+  

Hình 3.8: Hàm quá độ với 3 điểm cực trị. Hình 3.9: Dạng hàm quá độ có vô số điểm cực 
trị phân bố cách đều nhau trên và dưới 
đường giới hạn h(∞)=k. 

t 

k 

h(t) 
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Theo kết quả của kết luận 4, nếu nhận thấy từ đường đồ thị hàm quá độ là 
h(t) có hữu hạn m điểm cực trị phân bố xen kẽ trên và dưới đường giới hạn 
h(∞)=k thì có thể khẳng định ngay được rằng mô hình (3.1) của nó phải có 
na ≥ nb ≥ m. 

Một dạng nữa của hàm quá độ h(t) thường gặp mà ta cần phải để ý là h(t) 
có vô số điểm cực trị phân bố xen kẽ trên/dưới đường giới hạn h(∞)=k và 
cách đều nhau như ở hình 3.9 mô tả. Chắc chắn rằng các hàm h(t) dạng này 
phải có chứa những thành phần dao động (có thể biên độ tắt dần) dạng 

 e− α t(sinωt + cosωt) 

bởi vậy mô hình (3.1) tương ứng của nó cũng phải có các điểm cực phức 
(không nằm trên trục thực) và ta đi đến kết luận thứ 5 như sau: 

Kết luận 5: Nếu h(t) có vô số điểm cực trị cách đều nhau, trong đó điểm 
cực đại nằm trên đường h(∞)=k  và điểm cực tiểu nằm dưới đường 
h(∞)=k thì mô hình (3.1) của nó phải có các điểm cực là những giá trị 
phức (đa thức mẫu số có nghiệm phức). 

 
Ví dụ 3: Xét đối tượng với hàm truyền đạt 

 G(s) = 
221

1

sDs ++
,  D < 1. 

Đa thức mẫu số có hai nghiệm phức s1,2 =−D±ja. Hàm quá độ tương ứng của 
nó có dạng 

 h(t) = DteataatD
a

−+− )]cos()sin([
1

1 , 

với a = 21 D− . Hàm h(t) có vô số các điểm cực trị phân bố nằm xen kẽ 
trên/dưới đường giới hạn h(∞)=1 và cách đều nhau (hình 3.10).   
 
 
 
 
 

t 

h(t) 

Hình 3.10: Hàm quá độ có vô số điểm 
cực phân bố xen kẽ và cách đều 
nhau minh họa cho ví dụ 3. 

D=0,01 

D=0,1 
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Năm kết luận trên đặt một cơ sở cho sự suy luận về dạng mô hình để ta 
có thể tiếp tục giải quyết được bài toán xác định tham số từ hàm quá độ h(t). 
Tuy nhiên một điều phải chú ý là không bao giờ lại chọn mô hình có cấu 
trúc phức tạp quá mức cần thiết, ví dụ như từ h(t) mà ta đã suy ra được 
na−nb >1, h(t) không có dạng lượn sóng, có thành phần khuếch đại h(∞)=k 
và không bao giờ vượt quá giá trị giới hạn h(∞)=k, tức là mô hình có các giá 
trị Ti , Ti' thực thỏa mãn (3.3), thì đủ nếu ta giả thiết mô hình của nó là: 

 G(s) =
)1)(1( 21 sTsT

k
++

. 

Với phương châm xây dựng mô hình đủ chính xác như yêu cầu chứ 
không phải chính xác như có thể, sau đây ta sẽ tập trung chủ yếu vào việc 
xác định tham số cho: 

1) Mô hình PT1 :  G(s) =
Ts

k
+1

. 

2) Mô hình IT1 :   G(s) =
)1( Tss

k
+

. 

3) Mô hình ITn: G(s) =
nTss

k

)1( +
. 

4) Mô hình PT2 :  G(s) =
)1)(1( 21 sTsT

k
++

, T1 ≠ T2 . 

5) Mô hình PTn:  G(s) =
nTs

k

)1( +
. 

6) Mô hình Lead/Lag:  G(s) =
sT
sT

m

t

+
+

1
1 . 

7) Mô hình khâu dao động bậc hai tắt dần: G(s) =
2221 sTDTs

k

++
,  0<D<1. 

3.1.2 Xác định tham số mô hình quán tính bậc nhất 

Giả sử rằng khi kích thích một đối tượng tuyến tính bằng hàm Heaviside 
1(t) tại đầu vào ta đo được hàm h(t) ở đầu ra có dạng như hình 3.11. Dựa 
theo 5 kết luận vừa nêu trong mục trước thì: 

− bậc của đa thức mẫu số phải lớn hơn bậc của tử số một bậc, tức là 
na−nb =1, vì h(t) xuất phát từ 0 và có đạo hàm tại đó khác 0, 
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− do có h(∞)=k nên hàm truyền đạt G(s) của đối tượng phải thỏa mãn 
G(0)=k, 

− hàm h(t) không có dạng lượn sóng, luôn có xu hướng tăng dần đến giá 
trị giớí hạn k nên các điểm cực và không của G(s) phải là số thực thỏa 
mãn (3.3). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Căn cứ những sơ kiện như vậy ta thấy hoàn toàn đủ để có thể mô tả đối 
tượng nếu sử dụng hàm truyền đạt 

 G(s) = 
Ts

k
+1

       (

và vấn đề còn lại là phải xác định nốt tham số T, vì đã có k = h(∞). 

Xuất phát từ (3.4) và công thức giới hạn (3.2a) ta có tại điểm 0: 

 tgα =
dt

dh )0(+ = g(+0) = )(lim ssG
s ∞→

=
Ts

ks
s +∞→ 1
lim =

T
k  

cho nên T có thể sẽ được xác định một cách đơn giản như sau: 

1) Kẻ đường tiếp tuyến với h(t) tại t=0. 
2) Xác định giao điểm của đường tiếp tuyến đó với đường tiệm cận 

k=h(∞). 

3) Hoành độ của giao điểm vừa xác định chính là tham số T cần tìm (hình 
3.11). 

Tuy nhiên phương thức xác định T vừa nêu cũng có nhược điểm là phụ 
thuộc khá nhiều vào độ chính xác việc kẻ đường tiếp tuyến, tức là phụ thuộc 
vào sự khéo tay của ta. Nếu rủi ro ta đặt đường tiếp tuyến tại 0 "sai một ly" 
thì có thể sẽ nhận được kết quả T có sai số "một dặm", nhất là ở những hàm 

h(t) 

t 

T 

k 

Đường tiếp tuyến tại 0 

Đường tiệm cận tại ∞ 

Hình 3.11: Hàm quá độ của khâu quán tính 
bậc nhất. 

α 
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h(t) có hệ số khuếch đại k tương đối lớn. Để tránh điều "rủi ro" này người ta 

đã đi từ (3.4) để có H(s) =
s
sG )( rồi chuyển ngược sang miền thời gian sẽ 

được: 

 h(t) = )1( T
t

ek
−

−  

và như vậy tại thời điểm T thì: 

 h(T) = k(1−e−1) ≈ 0,632⋅k    (3.5) 

Nói cách khác, tại đúng thời điểm T hàm h(t) sẽ đạt được 63,2% giá trị 
cực đại. Giá trị (3.5) được xem như công thức xác định tham số T cho mô 
hình (3.4) từ đường thực nghiệm h(t). Ta đi đến thuật toán (hình 3.12): 

1) Kẻ đường tiệm cận với h(t) tại t=∞ để có k=h(∞). 

2) Xác định điểm có tung độ bằng 0,632⋅k của h(t). 

3) Hoành độ của điểm vừa xác định chính là tham số T cần tìm. 

Trong khá nhiều trường hợp, với một lý do khách quan nào đó người ta 
không tạo ra được hàm Heaviside ở đầu vào mà thay vào đó là hàm 
u(t)=u01(t) thì do tính chất tuyến tính của đối tượng, đáp ứng y(t) tại thời 
điểm T cũng có giá trị đúng bằng 63,2% giá trị cực đại y(∞) của nó. Bởi vậy 
thuật toán trên vẫn sử dụng được để xác định tham số mô hình (3.4) từ tín 
hiệu y(t)= u0 h(t) đo được ở đầu ra với một thay đổi nhỏ như sau: 

1) Kẻ đường tiệm cận với y(t) tại t→∞ để có y(∞), sau đó suy ra k =
0

)(
u

y ∞ . 

2) Xác định điểm có tung độ bằng 0,632⋅ y(∞) của y(t). 

3) Hoành độ của điểm vừa xác định chính là tham số T cần tìm. 

Ví dụ: Xét đối tượng là lò nhiệt điện trở với tín hiệu đầu vào u(t) đo theo áp 
trong dải từ 0V đến 10V. Tín hiệu đầu ra y(t) của lò điện trở là nhiệt độ. Khi 
đặt điện áp 10V tại thời điểm t=0 người ta đã đo được các giá trị sau ở đầu 
ra: 
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t [giây 
s] 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 

y(t) [0C] 0 20
5 

33
5 

39
5 

43
5 

44
1 

44
9 

45
3 

45
7 

45
9 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dựng đường đồ thị từ các kết quả đo được đó ta có hình 3.13. Với đường 

đồ thị này ta được h(t)=
10

)(ty . Theo các bước của thuật toán vừa trình bày, ta 

có 

 y(∞) = 500 ⇒ k =h(∞) = 50 

Sau đúng khoảng thời gian T, tín hiệu đầu ra y(t) sẽ đạt được giá trị xấp xỉ 
bằng 63,2% giá trị cực đại y(∞) của nó, tức là khi đó nó có giá trị 

 0,632⋅ y(∞) = 316. 

Suy ra 

 y(T) = 316 ⇒ T ≈ 14 

Vậy mô hình của lò điện trở là: 

 G(s) = 
s141

50
+

         ο 

3.1.3 Xác định tham số cho mô hình tích phân quán tính 

Cho một đối tượng tuyến tính cần nhận dạng. Bằng phương pháp thực 
nghiệm chủ động với tín hiệu đầu vào đặt trước là hàm 1(t), người ta đo 
được ở đầu ra hàm quá độ h(t) có dạng cho trong hình 3.14. Hàm h(t) cũng 

316

y(t) 

t 
Hình 3.13: Minh họa cho ví dụ nhận dạng 

tham số mô hình PT1. 

500

10 20 30 40 50 60 70 80 
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có thể nhận được thông qua phương pháp nhận dạng bị động có để ý đến sự 
ảnh hưởng của nhiễu bằng phân tích phổ tín hiệu đã được trình bày ở 
chương 2. 

Căn cứ theo những kết luận đã trình bày ở mục 3.1.1 ta đi đến nhận định 
ban đầu về mô hình tham số của đối tượng như sau: 

− bậc của đa thức mẫu số phải lớn hơn bậc của đa thức tử số ít nhất là 2 
bậc, tức là na− nb ≥ 2, vì h(t) xuất phát từ 0 và có đạo hàm tại đó cũng 
bằng 0, 

− do có 
∞→t

lim h(t)=∞ nên hàm truyền đạt G(s) của đối tượng phải có chứa 

thành phần tích phân, nói cách khác nó phải có dạng 

 G(s) =
)  (

  
1

21

10
−+++

+++

a
a

b
b

n
n

n
n

sasaas

sbsbb

L

L , 

− hàm h(t) không có dạng lượn sóng nên các điểm cực và không của G(s) 
phải là số thực. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Trên cơ sở các sơ kiện vừa nêu và theo nguyên tắc không phức tạp mô 
hình quá mức cần thiết, ta có thể giả thiết rằng đối tượng có hàm truyền đạt 
thuộc lớp IT1 : 

 G(s) = 
)1( Tss

k
+

.      (3.6) 

hoặc lớp các mô hình ITn: 

 G(s) = 
nTss

k

)1( +
.      (3.7) 

α 

Δh

Δt 

t

h(t) 

T 
Hình 3.14: Hàm quá độ của khâu IT1. 

k =
t
h

Δ
Δ  
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trong đó n có thể là cho trước, song cũng có thể là một tham số cần được 
xác định. 

Xác định tham số mô hình tích phân quán tính bậc nhất 

Trước tiên ta tập trung vào mô hình IT1 (3.6). Bài toán đặt ra ở đây là 
phải xác định các tham số k và T từ đường thực nghiệm h(t) đã có. 

Kẻ đường tiệm cận của h(t) khi t→∞. Theo công thức tính giới hạn (3.2b) 
có 

 tgα =
dt

tdh
t

)(
lim

∞→
= )(lim tg

t ∞→
= )(lim

0
ssG

s→
= k , 

do đó muốn xác định k ta chỉ cần lấy một đoạn bất kỳ của đường tiệm cận, 
chiếu nó lên hai trục tọa độ để có Δh và Δt (hình 3.14), rồi tính: 

 k = tgα = 
t
h

Δ
Δ  

Vấn đề còn lại là tìm T và để làm được việc này ta chuyển ngược H(s) 
=

s
sG )(  sang miền thời gian: 

 h(t) = )]1([ T
t

eTtk
−

−−  

Đường tiệm cận với h(t) khi t→∞ phải là đường thẳng có sai lệch so với 

h(t) tiến tới 0, mặt khác khi t→∞ thì T
t

e
−

→ 0 nên mô hình đường tiệm cận 
sẽ chính là: 
 htc(t) = k(t−T).  

Suy ra T  là giao điểm của đường tiệm cận htc(t) với trục hoành. Ta đi đến 
thuật toán: 

1) Kẻ đường tiệm cận htc(t) với h(t) tại t=∞. 

2) Giao điểm của đường tiệm cận htc(t) với trục thời gian (trục hoành) 
chính là tham số T của mô hình (3.6). 

3) Lấy một đoạn bất kỳ của đường tiệm cận, chiếu nó lên hai trục tọa độ để 

có Δh và Δt rồi tính k = 
t
h

Δ
Δ . 
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Ở những trường hợp có tín hiệu đầu vào không phải là hàm 1(t) mà là 
u(t)=u01(t) thì với tính chất tuyến tính của đối tượng, tín hiệu đầu ra sẽ là 
y(t)= u0h(t). Thuật toán tương ứng cho các trường hợp như vậy có dạng như 
sau: 

1) Kẻ đường tiệm cận ytc(t) với y(t) tại t=∞. 

2) Giao điểm của đường tiệm cận ytc(t) với trục thời gian chính là tham số 
T. 

3) Lấy một đoạn bất kỳ của đường tiệm cận ytc(t), chiếu nó lên hai trục tọa 
độ để có Δy và Δt rồi tính k = 

tu
y
Δ

Δ

0
. 

Ví dụ 1: Để minh họa cho thuật toán trên ta xét bài toán nhận dạng mô hình 
động cơ chỉnh vị trí với tín hiệu vào là điện áp u(t) tính theo Volt và tín hiệu 
ra là quãng đường bàn trượt đi được y(t) tính theo cm (hình 3.15 bên trái). 

Chủ động kích thích đối tượng bằng điện áp u(t)=50V tại đầu vào ta thu 
được quãng đường bàn trượt đi được y(t) như sau: 

t [giây 
s] 

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5

y(t) 
[cm] 

0 0,1
5 

0,3
5 

0,8 1,6
5 

2,2 2,7 3,3
5 

3,9 4,4
5 

Biểu diễn kết quả đo được dưới dạng đồ thị ta có hình 3.15 bên phải. Từ 
đường đồ thị đó của y(t) và sau khi kẻ đường tiệm cận với y(t) khi t→∞ ta 
được T=1s là hoành độ giao điểm của đường tiệm cận với trục thời gian. 
Lấy hai điểm A, B bất kỳ trên đường tiệm cận rồi chiếu đoạn AB  lên hai 
trục tọa độ ta có Δy=1,45cm và Δt=1s. Suy ra: 

 k =
sV

cm
150

45,1
⋅

≈ 0,03
sV

cm
⋅

 

Vậy mô hình tham số của động cơ chỉnh vị trí là: 

 G(s) =
)1(

03,0
ss +

.      ο 

 A 

B 

Hình 3.15: Đối tượng nhận dạng là động cơ chỉnh vị trí. 

Tín hiệu ra y(t) 

Bàn trượt 

Chiều quay 

Chiều trượt 

Tín hiệu vào u(t) y(t) 

t 

0,5 1 1,5 2 2,5 

0,5

1

1,5

2

2,5

1 

1,45 
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Xác định tham số mô hình tích phân quán tính bậc cao 

Thuật toán xác định các tham số k và T của mô hình (3.6) có thể được mở 
rộng cho cả trường hợp mô hình tham số ITn của đối tượng dạng (3.7), tức 
là 

 G(s) =
nTss

k

)1( +
, 

trong đó n có thể là cho trước hoặc có thể là một tham số mô hình cần phải 
xác định. Đặc biệt mô hình (3.7) này cũng thỏa mãn các sơ kiện ứng với 
dạng hàm quá độ h(t) cho trong hình 3.14. Bởi vậy thuật toán xác định tham 
số k, T, n mô hình (3.7) sẽ là sự quan tâm tiếp theo của ta. 

Đặt tín hiệu u(t)=u01(t) tại đầu vào, ảnh Laplace Y(s) của tín hiệu ra y(t) 
sẽ được suy ra từ (3.7) như sau 

 Y(s) =
nTss

ku

)1(2
0

+
.      (3.8) 

Phân tích (3.8) thành tổng các phân thức tối giản 

 Y(s) = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−+
+− ∑

=

n

i
iTs

Tin
s

nT

s
ku

1

2

20
)1(

)1(1  

rồi áp dụng công thức biến đổi Laplace ngược 

 L−1{
iTs)1(

1

+
} =

)!1(

1

−

−−

iT

et
i

T
t

i
 

ta có đáp ứng đầu ra của ITn: 

 y(t) =
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−+
+−⋅ ∑

=
−

−−n

i
i

T
t

i

iT

etin
nTtku

1
2

1

0
)!1(

)1( . 

 
 
 
 

A 
k =

tu
y
Δ

Δ

0
 

α 

Δy 

Δt 

t 

y(t) 

Ttc 

Hình 3.16: Hàm quá độ của khâu ITn. 
yT 

B 
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Với t rất lớn thì  tất cả các thành phần T
t

e
−

 trong tổng trên có thể 
được xem như bằng 0. Do đó đường thẳng ytc(t) tiệm cận với y(t) tại t→∞ 
sẽ là 
 ytc(t) = u0k(t−nT) 

Đường tiệm cận có hệ số góc u0k  nên để tìm k ta lấy một đoạn bất kỳ của 
nó, chiếu lên hai trục tọa độ để có Δy và Δt. Hệ số khuếch đại k khi đó được 
tính bằng 

 k =
0u

tgα =
tu

y
Δ

Δ

0
      (3.9) 

Giao điểm của đường tiệm cận ytc(t) với trục hoành là Ttc=nT (hình 
3.16). Nếu như n là cho trước, ta có thể tính ngay ra được tham số T bằng 
cách chia Ttc cho n. Ta đi đến thuật toán xác định hai tham số k và T cho mô 
hình (3.7) từ đường thực nghiệm y(t) khi biết truớc n như sau: 

a) Dựng đường tiệm cận ytc(t) của y(t) khi t→∞. Lấy một đoạn AB bất 
kỳ trên ytc(t) sau đó chiếu lên hai trục tọa độ để có Δy và Δt. Hệ số 
khuếch đại k sẽ được tính từ Δy và Δt theo (3.9). 

b) Xác định Ttc là giao điểm của đường tiệm cận ytc(t) với trục thời gian. 

c) Tính T =
n

Ttc . 

Trong trường hợp n không biết trước thì trước tiên ta phải xác định n. Để 
làm được điều này ta tính giá trị đáp ứng y(t) tại thời điểm Ttc : 

 yT = y(Ttc)  = ∑
=

−
−

−
−+n

i

i
n

i
nin

Tkeu
1

1

0 )!1(
)1(  

Sau đó lập tỷ số 

 ϕ =
tc

T

kTu
y

0
=

knTu
yT

0
= ∑

=

−

−
−+n

i

in

i
nin

n

e

1
2 )!1(

)1( = f0(n) (3.10) 

rồi biểu diễn quan hệ giữa ϕ và n dưới dạng bảng tra (bảng 3.1) nhằm phục 
vụ công việc xác định ngược n từ ϕ  sau này được thuận tiện. 

 



 

 99

Bảng 3.1: Bảng tra cứu n từ giá trị ϕ. 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
ϕ 0,36

79 
0,27
07 

0,22
4 

0,19
54 

0,17
55 

0,16
06 

0,14
9 

0,13
96 

0,13
18 

0,11
44 

Bảng 3.1 trên được thiết lập bởi hàm phi_n() thực hiện công thức (3.10) 
viết trên ngôn ngữ lập trình C cho dưới đây. Hàm phi_n() có biến hình thức 
n chứa giá trị đầu vào n và trả về giá trị ϕ tính được: 

double phi_n(int n) 
{ 
 int i,j,mau_so; 
 double phi,sum=0.,tu_so=1./n; 
 for(i=1;i<=n;i++) 
 { 
  mau_so = 1; 
  for(j=2;j<i;j++) mau_so=mau_so*j; 
     sum=sum+(tu_so*(n+1-i))/(float)mau_so; 
  tu_so=tu_so*n; 
 } 
 phi=sum*exp(-n); 
 return(phi); 
} 

Với bảng 3.1, ta thấy chỉ có thể xác định được n=10 (ứng với giá trị 
ϕ=0,1144) là cao nhất. Tất nhiên là ta có thể mở rộng bảng 3.3 với sự trợ 
giúp của hàm phi_n(). Nhưng tổng quát hơn cả là xây dựng hàm giải ngược 
phương trình (3.10) xác định n từ ϕ . Để thực hiện điều này ta dựa vào tính 
chất nghịch biến của (3.10) và đi đến: 

− Xuất phát với k=1 và tính f0(k) theo (3.10). 
− Nếu f0(k)>ϕ thì tiếp tục tăng k cho tới khi có được f0(k)≤ϕ . 
− Trong trường hợp 2ϕ > [f0(k−1)+ f0(k)] thì n= k−1, ngược lại thì n=k. 
Theo các bước tính như trên thì số nguyên n có được sẽ làm cho sai lệch | 

f0(n) − ϕ| là nhỏ nhất. Một hàm n_phi() viết trên C phục vụ việc xác định n 
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từ ϕ theo các bước vừa nêu cho dưới đây để tham khảo. Biến hình thức phi 
của hàm chứa giá trị đầu vào ϕ và sẽ trả về số nguyên n tìm được. 

int n_phi(double phi) 
{ 
 int n=1; 
 double save=0.3679, result; 
 do 
 { n=n+1; 
  result=save; 
  save= phi_n(n); 
 } while (save>phi); 
 save=(save+result)/2.; 
 if (save<phi) return(n-1); else return (n); 
} 

Chú ý: Giá trị đầu vào ϕ  thích hợp cho hàm n_phi() phải thỏa mãn ϕ ≤ 
0,3679.  

Cùng với bảng 3.1 hoặc hàm n_phi() ta đi đến thuật toán xác định tham 
số k, n và T cho mô hình (3.7) từ đường thực nghiệm y(t) như sau: 

a) Dựng đường tiệm cận ytc(t) của y(t) khi t→∞. Lấy một đoạn AB bất 
kỳ trên ytc(t) sau đó chiếu lên hai trục tọa độ để có Δy và Δt. Hệ số 

khuếch đại k sẽ được tính từ Δy và Δt theo k =
tu

y
Δ

Δ

0
. 

b) Xác định giao điểm Ttc của ytc(t) với trục thời gian và giá trị yT = 
y(Ttc) từ đường thực nghiệm. 

c) Tính ϕ =
tc

T

kTu
y

0
 

d) Xác định n theo ϕ  từ bảng 3.1 hoặc sử dụng hàm n_phi(). 

e) Tính T =
n

Ttc . 

Ví dụ 2: Giả sử bằng phương pháp nhận dạng bị động với việc đo cả tín 
hiệu vào u(t) và ra y(t) ta đã có dãy giá trị G(jnΩλ) của đường đặc tính tần 
của một đối tượng tuyến tính cần nhận dạng, trong đó Ωλ= 0,061359375s−1 
và n = 0, 1, 2 K , λ−1 với λ=1024. Lấy chỉ số Lag M=100 rồi chuyển ngược 
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dãy {G(jnΩλ)}, n=0, 1, 2 K , 200 sang miền thời gian ta có được dãy gồm 
200 giá trị hàm trọng lượng gk=g(kTa) với Ta =

λλ
π

Ω
2 = 0,1s và k=0, 1, 2 K , 

200. Tiếp theo ta xác định hàm quá độ theo công thức h(lTa) = ∑
=

l

k
ka gT

0
, 

l=0,1, K , 200 rồi biểu diễn các giá trị h(lTa) dưới dạng đồ thị ta có hình 
3.17. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Đường đáp ứng h(t) ứng với kích thích đầu vào 1(t) nên ở đây có u0 =1. 

Từ đồ thị h(t) và đường tiệm cận của nó khi t→∞ ta đọc ra được Ttc = 0,8 ; 
yT = 0,85 ; Δy = 4 và Δt =1. Do đó 

 k =
tu

y
Δ

Δ

0
= 4 và ϕ =

tc

T

kTu
y

0
= 0,266. 

Tra bảng 3.1 ta được n =2 (được chọn ứng với giá trị ϕ gần nhất là ϕ 
=0,2707). Ta cũng có thể sử dụng hàm n_phi() với đầu vào ϕ =0,66, hàm sẽ 
trả về giá trị n =2. Vậy: 

 T =
n

Ttc = 
2
8,0 = 0,4. 

và mô hình tham số của đối tượng là 

 G(s) =
2)4,01(

4

ss +
.      ο 

3.1.4 Xác định tham số mô hình quán tính bậc cao 

Ngay ở chương 1 ta đã mở đầu với một ví dụ về việc nhận dạng mô hình 
động cơ một chiều bằng phương pháp chủ động kích thích ở đầu vào tín 

t 

h(t) 

0,8 

Hình 3.17: Hình minh họa cho ví dụ 2. 0,85

1 2 

1,0 

4,0

4,78



 

 102

hiệu 1(t) rồi thu được ở đầu ra đường thực nghiệm h(t) có dạng mô tả trong 
hình 3.18. 

Trong thực tế có khá nhiều đối tượng có đường thực nghiệm h(t) giống 
như vậy. Chúng đều có chung những đặc điểm sau: 

a) h(t) xuất phát từ 0 và có đạo hàm tại đó cũng bằng 0. Theo kết luận 1 
của mục 3.1.1 thì mô hình (3.1) tương ứng của đối tượng phải có 
na−nb ≥ 2. 

b) Đường thực nghiệm h(t) có giá trị hằng số k khi t→∞ nên cũng theo 

kết luận 1 hàm truyền đạt G(s) phải thỏa mãn G(0) =
0

0

a
b = k. 

c) Đường h(t) không có dạng lượn sóng, có tốc độ không âm (không có 
độ quá điều chỉnh) và giá trị luôn tăng dần đến h(∞)=k nên theo kết 
luận 2, các hằng số thời gian của tử số cũng như của mẫu số phải là 
những số thực thỏa mãn (3.3). 

Như vậy đủ để có thể mô tả đối tượng nếu ta sử dụng mô hình (3.1) có 
cấu trúc: 

 G(s) =
)1)(1( 21 sTsT

k
++

 với  T1 ≠ T2 (mô hình PT2) (3.11) 

hoặc 

 G(s) =
nTs

k

)1( +
 (mô hình PTn)   (3.12) 

Vấn đề tiếp theo đặt ra cho bài toán nhận dạng là từ đường đồ thị của h(t) 
ta phải xác định loại mô hình nào trong số (3.11), (3.12) thích hợp với đối 
tượng, cũng như các tham số k, T1, T2 hoặc k, T, n cho mô hình đó. 

 
 
 
 
 
 
 

 

h(Tu) 

0 Tu 

h(t) 

t 

k 

Hình 3.18: Hàm quá độ của khâu 

PT2 và PTn. 
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Trong khi tham số k của cả hai mô hình có thể đọc được ngay một cách 
trực tiếp từ h(t) theo công thức: 

 k = )(lim th
t ∞→

= h(∞) 

hay k chính là tung độ của giao điểm đường tiệm cận của h(t) khi t→∞, thì 
việc xác định những tham số còn lại (T1, T2 hoặc T, n) có phần phức tạp hơn 
và chúng sẽ được xác định dựa vào hai giá trị a, b (hình 3.19) có từ đồ thị 
h(t). 

Đường thực nghiệm của h(t) có một đặc điểm mấu chốt mà ta sẽ sử dụng 
để xác định T1, T2 hoặc T, n từ a, b là trong khoảng thời gian 0≤ t<Tu (hình 
3.19) h(t) có tốc độ tăng dần (gia tốc dương), sau đó là giảm dần vận tốc về 
0 khi t→∞ (gia tốc âm), nói cách khác h(t) có vận tốc cực đại 

 v* =
dt

tdh
t

)(
max  

tại thời điểm Tu và như vậy tại Tu đường cong h(t) có điểm uốn. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Kẻ đường tiếp tuyến htt(t) của h(t) tại Tu thì phương trình đường tiếp 

tuyến đó sẽ là 

 htt(t) = tgα (t − a),       (

Điểm uốn 

α 

h(Tu) 

0 Tu 

b a 

h(t) 

t

k 

Hình 3.19: Xác định hai tham số a và b từ h(t). 

Đường tiếp tuyến htt(t) 
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trong đó a được định nghĩa là hoành độ giao điểm của đường tiếp tuyến của 
h(t) tại điểm uốn. Gọi b là khoảng thời gian để đường tiếp tuyến đó đi được 
từ 0 tới k ta có: 

 v*= tgα =
b
k  ⇒ b =

*v
k    (3.14) 

 a = Tu −
( )
tg

uh T
α

= Tu −
*

)(
v
Th u     (3.15) 

Xác định tham số mô hình PT2 (T1 ≠ T2) 

Không mất tính tổng quát nếu ta giả thiết T1 > T2 , như vậy thì từ (3.11) ta 
có mô hình của đường thực nghiệm h(t) bằng phép biến đối ngược toán tử 
Laplace như sau: 

 h(t) =
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−⋅

−−

21

21
21

1
TT

eTeT
k

T
t

T
t

    (3.16) 

Suy ra: 

 
dt

tdh )( =
21

21

TT
ee

k
T
t

T
t

−
−

−−

     (3.17) 

và 
2

2 )(

dt

thd =
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

−
⋅

−−

)()( 212121

21

TTT
e

TTT
e

k
T
t

T
t

.   (3.18) 

Bởi vậy để có Tu ta xác định thời điểm mà 
2

2 )(

dt

thd  bị triệt tiêu và đi đến 

 Tu =
1

2

12

21 ln
T
T

TT
TT
−

      (3.19) 

Thay (3.19) vào (3.17) có 

 v* =
dt
Tdh u )( = 21

2

1

2

1

TT
T

T
T

T
k −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛     (3.20) 

và thay (3.19), (3.16) vào (3.15) được 

 a = Tu − b + T1+ T2      (3.21) 
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Do đó nếu ta ký hiệu 

 
1

2

T
T

x =  (0<x<1 vì   T1 > T2).   (3.22) 

thì cùng với (3.14), (3.19) ta sẽ được 

 
1T
b =

*1vT
k = 12

2

1

2 TT
T

T
T −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ = 1−x
x

x = f1(x).   (3.23) 

và với (3.21), (3.21) có 

 
b
a =

2

*)(*

k

bvkTv u − = 1
1

1ln 2
1 −

−
−+−

x
xxx

x x
x

= f2(x) (3.24) 

Ba công thức (3.22), (3.23) và (3.24) chính là công cụ để tìm T1 , T2 từ a 
và b. Cụ thể như sau: 

− Tìm x thỏa mãn 0<x<1 từ 
b
a  bằng cách giải ngược (3.24), tức là x 

= ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

b
a

f 1
2  

− Tìm T1 từ x theo (3.23), tức là T1 =
)(1 xf

b  

− Tìm T2 theo (3.22), tức là T2 = xT1 

Nhưng phải chú ý rằng các bước xác định T1 , T2 từ a và b trên đây không 
phải lúc nào cũng áp dụng được. Tại sao lại như vậy?. Câu trả lời nằm ở 
ngay điều kiện là giá trị x tìm được ở bước đầu tiên phải thỏa mãn 0<x<1. 
Nếu như rằng giá trị x tìm được ở bước đầu tiên nằm ngoài khoảng (0,1) thì 
ta có thể dừng ngay công việc tính toán và đưa ra kết luận rằng đối tượng 
không thể mô tả bởi mô hình PT2. 

Hơn nữa, hàm f2(x) định nghĩa theo (3.24) là hàm đồng biến (phần chứng 
minh dành cho bài tập) với giá trị giới hạn 

 )(lim 2
1

xf
x→

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
−+−

→
1

1
1ln

lim
2

1
1 x

xxx
x x

x

x
=0,103648 

nên ta có thể kiểm tra điều kiện thực hiện thuật toán mà không cần giải 
ngược phương trình (3.24) bằng cách kiểm tra xem tỷ số 

b
a  có nằm trong 

khoảng 
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 0 <
b
a < 0,103648      (3.25) 

hay không. 

Tổng kết lại tất cả các kết quả nêu trên, ta có được thuật toán xác định 
các tham số k, T1, T2 của mô hình (3.11) từ đường thực nghiệm h(t) như sau: 

1) Tìm hằng số k theo k = h(∞). 

2) Kẻ đường tiếp tuyến htt(t) với h(t) tại điểm uốn. Sau đó xác định hai 
tham số a là hoành độ giao điểm của đường tiếp tuyến htt(t) với trục thời 
gian và b là khoảng thời gian để đường tiếp tuyến đó đi được từ 0 tới k. 

3) Lập tỷ số 
b
a . Nếu tỷ số này nằm ngoài khoảng (3.25), tức là 

b
a ≥ 

0,103648, thì dừng thuật toán với kết luận rằng đối tượng không mô tả 
được bằng mô hình (3.11). 

4) Tìm x thỏa mãn 0<x<1 từ 
b
a  bằng cách giải ngược (3.24), tức là x 

= ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

b
a

f 1
2 . 

5) Tìm T1 từ x theo (3.23), tức là T1 =
)(1 xf

b . 

6) Tìm T2 theo (3.22), tức là T2 = xT1. 

Dựa vào tính chất là f2(x) =
b
a  đơn điệu tăng trong khoảng 0<x<1, một 

hàm viết trên ngôn ngữ lập trình C có tên x_adivb() theo nguyên tắc chia 
đôi khoảng nghiệm sau mỗi lần tính cho dưới đây để phục vụ việc xác định 
ngược x = ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

b
a

f 1
2  như bước 4) yêu cầu. Hàm này có biến hình thức adivb 

chứa giá trị đầu vào là tỷ số 
b
a  và trả về giá trị x tính được với độ chính xác 

10−5. 

double x_adivb(double adivb) 
{ 
 double x1=0., x2=1.,f2,x,mu,err=0.00001; 
 do { 
  x=(x1+x2)/2.; 
  mu=pow(x,(x/(1.-x))); 
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  f2=(mu*(x*log(x)+x*x-1.)/(x-1.))-1.; 
  if (adivb<f2) x2=x; else x1=x; 
 } while(fabs(f2-adivb)>err); 
 return(x); 
} 
Bảng 3.2 dưới đây được thiết lập nhờ trợ giúp của hàm x_adivb() biểu diễn 

một vài giá trị x được tính ngược từ những tỷ số 
b
a  đặc trưng. 

Bảng 3.2: Một số giá trị x có từ những giá trị a/b tương ứng. 

a/b 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 
x 0,01

2 
0,02
75 

0,04
67 

0,70
7 

0,10
08 

0,13
93 

0,19
04 

0,26
22 

0,37
40 

0,61
13 

Nếu tín hiệu kích thích chủ động ở đầu vào của đối tượng không phải là 
hàm Heaviside 1(t) mà là u(t)=u01(t) và tín hiệu đo được ở đầu ra là y(t) thì 
do tính tuyến tính của đối tượng, hàm quá độ h(t) sẽ là 

 h(t) =
0

)(
u

ty .       (3.26) 

Do đó, cùng với (3.26) thuật toán trên cũng có một sửa đổi nhỏ cho phù hợp 
với bài toán xác định các tham số k, T1, T2 của mô hình (3.11) từ đường thực 
nghiệm y(t) như sau 

1) Tìm hằng số k theo k =
0

)(
u

y ∞ . 

2) Kẻ đường tiếp tuyến ytt(t) với y(t) tại điểm uốn. Sau đó xác định hai 
tham số a là hoành độ điểm mà tại đó có ytt(t)=0 của đường tiếp tuyến 
và b là khoảng thời gian để đường tiếp tuyến đó đi được từ 0 tới y(∞). 

3) Lập tỷ số 
b
a . Nếu 

b
a ≥ 0,103648, thì dừng thuật toán với kết luận rằng 

đối tượng không mô tả được bằng mô hình (3.11). 
4) Tìm x = ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

b
a

f 1
2  bằng cách giải ngược (3.24). 

5) Tìm T1 từ x theo (3.23), tức là T1 =
)(1 xf

b . 
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6) Tìm T2 theo (3.22), tức là T2 = xT1. 

Ví dụ 1: Giả sử ta phải xác định mô hình có tham số dạng (3.1) cho bộ cảm 
biến chuyển đổi áp suất thành độ dịch chuyển như hình 3.20 bên trái mô tả. 
Kích thích với đầu vào u(t)=1,5bar người ta đo được ở đầu ra đường thực 
nghiệm y(t) cho ở hình 3.20 bên phải. 

Từ đường thực nghiệm y(t) và sau khi kẻ đường tiếp tuyến ytt(t) với nó tại 
điểm uốn ta có 

 k =
5,1
5,2 = 1,7,  a = 0,1  và  b = 1,15. 

Suy ra 

 
b
a = 0,087 < 0,103648 

và do đó ta áp dụng được thuật toán trên để tìm T1, T2 . Gọi hàm 
x_adivb()với giá trị adivb =0,087 ở đầu vào ta có x = 0,334. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Vậy T1 =
)(1 xf

b ≈ 0,6638 , T2 = xT1 ≈ 0,2214 và mô hình tham số của bộ cảm 

biến là: 
 G(s) =

)2214,01)(6638,01(
7,1

ss ++
.    ο 

Các bước 3), 4), 5) và 6) của thuật toán xác định tham số mô hình PT2 
trên đã được cài đặt thành hàm pt2() với 4 biến hình thức a, b, T1 và T2 
được viết trên ngôn ngữ lập trình C cho dưới đây để tham khảo, trong đó hai 
giá trị đầu vào a, b là nội dung của hai biến hình thức a, b và hai tham số 

áp suất u(t)

y(t) 
2,5 

khoảng dịch 
chuyển  

y(t) 

Hình 3.20: Xác định mô hình bộ cảm biến chuyển đổi áp suất/độ dịch chuyển. 

0,1 1,25 

t 
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đầu ra T1, T2 tính được sẽ được hàm cất giữ trong các biến hình thức T1, T2 
. 

Hàm pt2() có sử dụng thêm hàm x_adivb() để tính ngược x từ 
b
a  theo 

công thức x= ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

b
a

f 1
2 . Giá trị trả về của pt2() là một số nguyên. Nếu pt2() trả 

về giá trị 0 thì đối tượng mô tả được bởi mô hình PT2 , trường hợp ngược lại 
thì không. 

int pt2(double a, double b, double &T1, double &T2) 
{ 
 double adivb, x; 
 adivb=a/b; 
 if ((0<adivb)&&(adivb<0.103648)) 
 { 
  x=x_adivb(adivb); 
  T1=b/pow(x,(x/(x-1.))); 
  T2=x*T1; 
  return 0; 
 } else return 1; 
} 

Ví dụ 2: Giả sử từ đường thực nghiệm y(t) người ta đã xác định được a=2,5 
và b=30. Gọi chương trình pt2() bằng lệnh 

void main() 
{ 
 double a=2.5,b=30,T1,T2; 
 if (pt2(a,b,T1,T2)== 0) printf("T1=%1.4f\tT2=%1.4f\n",T1,T2); 
 getch(); 
} 
ta sẽ nhận được T1 = 18,0312 và T2 = 5,2829.   ο

Xác định tham số mô hình quán tính bậc cao 

ở thuật toán trên có một điều kiện ràng buộc là tỷ số 
b
a  phải thỏa mãn 

(3.25) và nếu điều đó không xảy ra người ta phải nghĩ tới một mô hình khác. 
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Mô hình đầu tiên có nhiều khả năng thích hợp là mô hình PTn (3.12) với n 
là một tham số cần phải xác định. 

Xuất phát từ (3.12) với công thức biến đổi Laplace ngược sang miền thời 
gian sẽ có 

 h(t) =

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣
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⎜
⎝

⎛
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−

=

− 1

0 !
1

n

i

i

T
t

i
T
t

ek     (3.27) 

và như vậy ta được 

 
dt

tdh )( =
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⎥
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ke   (3.28) 

 
2

2 )(

dt

thd = ∑
−

=

− ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⎟
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⎞
⎜
⎝

⎛−+⎟
⎠

⎞
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⎛

⋅
1

0

222

22 ! 

)2(n

i

iii

T
t

i

t
T
t

Ti
T
t

tTiT
T
t

Tt

ke  (3.29) 

Đặt 
2

2 )(

dt

thd = 0 và giải ra để tìm Tu ta đi đến 

 Tu = (n − 1)T      (3.30) 

Thay (3.30) vào (3.28) và (3.27) có 

 v* =
dt
Tdh u )( =

)!2(
)1( 21

−
−

⋅
−−

nT
ne

k
nn

    (3.31) 

 h(Tu) =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
−⋅ ∑

−

=

−
1

0

1

! 
)1(n

i

i
n

i
n

ek     (3.32) 

Thay tiếp (3.31) vào (3.14) 

 b = Te
n

n n
n

1
2)1(

)!2( −
−−

−      (3.33) 

và (3.30), (3.31), (3.32) vào (3.15) 

 a =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
−⋅

−

−
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−
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Suy ra 

 
b
a = 1

! 
)1(

! )1(
)1( 1

0

1 −
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
+

−
−

⋅ ∑
−

=

−
n

i

in
n

i
n

n
n

e = f3(n).  (3.34) 

Công thức (3.34) chính là công thức xác định tham số n cho mô hình 
(3.12) bằng cách giải ngược 

 n = phần nguyên gần nhất của ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−

b
a

f 1
3 .   (

và sau khi đã có n từ (3.35) ta cũng sẽ có nốt tham số T còn lại nhờ (3.33): 

 T =
)!2(

)1(
1

2

−

−
−

−

ne

nb
n

n
.      (3.36) 

Do n∈N nên khi n tương đối nhỏ (3.35) có thể được thay thế bằng bảng 
tra cho đơn giản, tức là sau khi đã có tỷ số 

b
a  ta chỉ cần tra bảng để có n mà 

không cần giải ngược phương trình (3.35). Một bảng tra như vậy là bảng 3.3 
cho dưới đây. 

Bảng 3.3: Bảng tra giá trị n từ tỷ số a/b . 

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
a/b 0,10

36 
0,21

8 
0,31
94 

0,41
03 

0,49
33 

0,57 0,64
17 

0,70
92 

0,77
32 

0,83
41 

Bảng 3.3 được tạo lập bởi hàm adivb_n() với giá trị đầu vào n là nội 
dung của biến hình thức n và giá trị trả về là tỷ số 

b
a  viết trên C như sau: 

double adivb_n(int n) 
{ 
 int i; 
 double tu_so,mau_so,sum; 
 mau_so=1.; 
 tu_so=n-1.; 
 sum=1.; 
 for (i=1;i<n;i++) 
 { mau_so=mau_so*i; 
  sum=sum+(tu_so/mau_so); 
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  tu_so=tu_so*(n-1.); 
 } 
 return((exp(1.-n)*((tu_so/mau_so)+sum))-1.); 
} 

Tổng quát, một hàm khác viết trên C với tên n_adivb() cho sau đây có 
tác dụng thực hiện công thức (3.35) tính ngược n từ tỷ số 

b
a  mà không cần 

tra bảng 3.3. Giá trị đầu vào của hàm 
b
a  là nội dung của biến hình thức 

adivb và hàm sẽ trả về giá trị n tính được có sai lệch | f3(n) − 
b
a | nhỏ nhất. 

int n_adivb(double adivb) 
{ int n=2; 
 double save=0.1036, result; 
 do 
 { n=n+1; 
  result=save; 
  save=adivb_n(n); 
 } while (save<=adivb); 
 save=(save+result)/2.; 
 if (save<adivb) return(n); else return (n-1); 
} 

Chú ý: Gọi rằng tổng quát, song hàm n_adivb() cũng có nhược điểm là 

không thực hiện được khi 
b
a > 4,75 do tràn ô nhớ. Với 

b
a = 4,75 hàm sẽ trả 

về giá trị n=127. Nhưng một mô hình (3.12) với n>50 đã được xếp vào loại 
mô hình có cấu trúc phức tạp, ít có ý nghĩa thực tế nên nhược điểm này sẽ 
không hạn chế khả năng ứng dụng của hàm. 

Ngoài ra, do đối tượng là tuyến tính nên các công thức (3.35), (3.36) 
cũng như hàm n_adivb() xác định n, T từ a, b không phụ thuộc vào tín hiệu 
chủ động kích thích đối tượng ở đầu vào u(t) là 1(t) hay u01(t). Bởi vậy khi 
u(t)=u01(t), thuật toán xác định các tham số k, T và n từ đường thực nghiệm 
y(t) đo được tại đầu ra sẽ có dạng như sau: 

1) Tìm hằng số k theo k =
0

)(
u

y ∞ . 
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2) Kẻ đường tiếp tuyến ytt(t) với y(t) tại điểm uốn. Sau đó xác định hai 
tham số a là hoành độ giao điểm của đường tiếp tuyến ytt(t) với trục thời 
gian và b là khoảng thời gian để đường tiếp tuyến đó đi được từ 0 tới 
y(∞). 

3) Lập tỷ số 
b
a . Nếu 

b
a < 0,103648, thì dừng thuật toán với kết luận rằng 

đối tượng phải được mô tả bằng mô hình (3.11). Ta cũng dừng thuật toán 
khi 

b
a > 4,75.  

4) Tìm n bằng cách tra bảng 3.3 hoặc nhờ hàm n_adivb(). 
5) Tìm T từ n và b theo (3.36). 

Một phần thuật toán trên, cụ thể là các bước 3), 4), 5) nhằm xác định 
tham số n, T cho mô hình PTn đã được cài đặt thành hàm ptn() với 4 biến 
hình thức a, b, n và T viết trên C cho dưới đây để tham khảo. Hai giá trị đầu 
vào a, b là nội dung của a, b. Hai tham số đầu ra n, T sẽ được hàm cất trong 
n và T. Giá trị trả về của ptn() là một số nguyên. Nếu ptn() trả về giá trị 0 
thì đối tượng mô tả được bởi mô hình PTn (3.12), 1 nếu đối tượng phải được 
mô tả bởi mô hình PT2 (3.11) và 2 nếu đối tượng không thể mô tả bởi mô 
hình PTn và PT2 . Chỉ khi giá trị của hàm trả về bằng 0 thì kết quả n, T mà 
hàm tính được mới có ý nghĩa. 

int ptn(double a, double b, int &n, double &T) 
{ 
 double adivb=a/b; 
 int k,p=0; 
 if (adivb<0.103648) p=1; 
 else if (adivb>4.75) p=2; 
 else 
 { n=n_adivb(adivb); 
  T=b*(double)(n-1)/exp(n-1); 
  for (k=2;k<n-1;k++) T=T*(n-1)/k; 
   } 
 return (p); 
} 
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Ví dụ 3: Giả sử khi kích thích bằng tín hiệu 1(t) tại đầu vào của một đối 
tượng cần nhận dạng người ta thu được ở đầu ra đường thực nghiệm h(t) cho 
ở hình 3.21. Với đường thực nghiệm đó thì k =3 và sau khi kẻ đường tiếp 
tuyến tại điểm uốn ta có thêm a =1,7 ; b = 2,9. 

 

 
 
 
 
 

Gọi hàm ptn(a,b,n,T) với hai giá trị đầu vào trên sẽ nhận được n = 7, T = 
0.4658. Vậy mô hình của đối tượng là 

 G(s) =
7)4658,01(

3

s+
     ο 

3.1.5 Xác định tham số mô hình Lead/Lag 

Nếu đường thực nghiệm h(t) của một đối tượng có dạng giống hình 3.22 
bên trái thì với các sơ kiện: 

− h(t) không xuất phát từ 0 và có đạo hàm tại 0 cũng khác không nên theo 
kết luận 1 trong mục 3.1.1, bậc của tử số và bậc của mẫu số của mô 
hình tham số (3.1) phải bằng nhau, tức là na = nb , 

− khi t→∞ hàm h(t) tiến tới một hằng số k ≠ 0 nên cũng theo kết luận 1, 

mô hình (3.1) phải thỏa mãn k =
0

0

a
b , 

− h(t) không có dạng lượn sóng, luôn có xu hướng tăng dần tới k nên theo 
kết luận 2 các hằng số thời gian của đa thức tử số và mẫu số phải là 
những số thực và phải thỏa mãn các bất đẳng thức (3.3), 

ta có thể mô tả đối tượng một cách tạm đủ bằng mô hình Lag (cắt bớt) như 
sau 

0

h(t) 

t

3

Hình 3.21: Hàm quá độ của đối 
tượng trong ví dụ 3. 

1,7 2,9 
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 G(s) = 
sT
sT

k
m

t

+
+

1
1 , mt TT <     (

Hình 3.22 bên phải là biểu đồ Bode của (3.37). Từ biểu đồ Bode đó ta 
thấy mô hình (3.37) không ưu tiên những thành phần tín hiệu có tần số cao 
khi đi qua nó, chính vì vậy mà mô hình (3.37) có tên là là mô hình Lag. 

 

 

 

 

 

 

 

Tương tự, trường hợp đường thực nghiệm h(t) của một đối tượng có dạng 
như hình 3.23 bên trái, ta sẽ có các sơ kiện sau: 

− vì h(t) không xuất phát từ 0 và có đạo hàm tại 0 khác không nên na = 
nb , 

− do với t→∞ hàm h(t) tiến tới một hằng số k ≠ 0 nên k =
0

0

a
b , 

− h(t) không có dạng lượn sóng, có một điểm cực đại tại t=0 sau đó giảm 
dần tới k nhưng không nhỏ hơn k nên theo kết luận 3 các hằng số thời 
gian của đa thức tử số và mẫu số phải là những số thực và phải có một 
bất đẳng thức trong (3.3) không được thỏa mãn. 

Từ các sơ kiện nêu trên ta có thể đi đến nhận định rằng đối tượng sẽ mô 
tả được một cách tạm đủ bởi mô hình Lead (dẫn qua) như sau: 

 G(s) = 
sT
sT

k
m

t

+
+

1
1 , mt TT >     (3.38) 

h(t) 

t ω 

|G(jω)| 

1−
tT  1−

mT

h(∞) 

Hình 3.22: Hàm quá độ và biểu đồ Bode của mô hình Lag (cắt bớt). 

h(0) 
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trong đó tên gọi Lead của (3.38) được suy ra từ tính chất là (3.38) sẽ ưu tiên 
các tín hiệu có tần số cao khi đi qua nó (xem biểu đồ Bode tương ứng trong 
hình 3.23 bên phải). 

Vấn đề còn lại là xác định các tham số k, Tt và Tm  cho mô hình. 

 

 

 

 

 

 

 

Xác định tham số mô hình Lag 

Kích thích một cách chủ động tại đầu vào của đối tượng có thể mô tả bởi 
được mô hình Lag (3.37) bằng tín hiệu u(t)=u01(t) ta sẽ thu được ở đầu ra tín 
hiệu y(t) có dạng cho trong hình 3.24. 

 

 

 

 

 

 

Nhiệm vụ bây giờ là phải xác định các tham số k, Tt và Tm cho mô hình 
từ đường thực nghiệm y(t) thu được đó. Trong khi tham số k xác định ngay 
được bởi 

 k = )(lim
1

0
ty

u t ∞→
=

0

)(
u

y ∞      (3.39) 

h(t) 

t ω 

|G(jω)| 

1−
tT 1−

mT

h(∞) 

h(0) 

Hình 3.23: Hàm quá độ và biểu đồ Bode của mô hình Lead (dẫn qua). 

α 
Tm 

Hình 3.24: Xác định tham số 
cho mô hình Lag (cắt 
bớt). 

y(t) 

t 

y(∞) = u0k

y(0) =
m

t

T
kT

u0  

Tm 
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tức là bằng tỷ số của giá trị y(∞) và u0 thì việc xác định hai tham số Tt , Tm 
còn lại có phần phức tạp hơn. 

Trước hết ta có 

 Y(s) = )(0 sG
s

u =
)1(
)1(

0 sTs
sTk

u
m

t

+
+     (3.40) 

cho nên 
 y(0) = )(lim ssY

s ∞→
=

m

t

T
kT

u0      (3.41) 

Kẻ tiếp đường tiếp tuyến ytt(t) với y(t) tại điểm t=0 và gọi tgα là hệ số 
góc của đường tiếp tuyến đó thì (hình 3.24) 

 tgα =
dt

dy )0( = )(lim sYs
s

&
∞→

 

trong đó )(sY&  là ký hiệu chỉ ảnh Laplace của 
dt

tdy )( . Với (3.40), (3.41) và 

công thức biến đổi (3.2c) ta được 

 )(sY&  = sY(s) − y(0) = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

m

t

m

t

T
kT

sT
sTk

u
1

)1(
0  

Suy ra 

 tgα =
m

m

t

T
T
kT

uku 00 −
=

mT
yy )0()( −∞  

Do đó Tm chính là hoành độ của giao điểm giữa đường tiếp tuyến ytt(t) với 
đường tiệm cận y(∞). Từ Tm ta cũng có luôn Tt nhờ (3.41) như sau 

 Tt =
ku
Ty m

0

)0(        (3.42) 

Ta đi đến thuật toán thứ nhất: 
a) Kẻ đường tiệm cận y(∞) với y(t) tại t=∞ rồi xác định k theo (3.39). 
b) Kẻ đường tiếp tuyến ytt(t) với y(t) tại t=0, sau đó xác định Tm là 

hoành độ của giao điểm giữa đường tiếp tuyến ytt(t) với đường tiệm 
cận y(∞). 

c) Xác định Tt theo (3.42). 
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Thuật toán trên vướng lại vấn đề đã được đề cập khi nhận dạng tham số T 
cho mô hình PT1 ở mục 3.1.2 là điểm y(0) nơi bắt đầu đặt đường tiếp tuyến 
nằm khá xa đường tiệm cận y(∞). Điều này dẫn tới nguy cơ kết quả sẽ bị sai 
số khá lớn khi mà chỉ cần có một sai lệch nhỏ trong việc dựng đường tiếp 
tuyến. 

Để tránh nguy cơ này người ta sẽ không dựng đường tiếp tuyến tại y(0) 
nữa mà thay vào đó là tại một điểm khác nằm tương đối gần hơn so với 

đường tiệm cận y(∞), chẳng hạn điểm A có tọa độ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
b

a như hình 3.25 mô tả. 

 

 

 

 

 

 

Đường tiếp tuyến này sẽ có phương trình 

 ytt(t) = tgα (t−a)+b     (3.43) 

Để xác định hệ số góc tgα ta đi từ ảnh Laplace Y(s) của y(t) theo công 
thức (3.40) và sau khi chuyển ngược sang miền thời gian sẽ có 

 y(t) = )1(0
mT
t

m

tm e
T

TT
ku

−−
−  

⇒ tgα = )(ay& = mT
a

m

tm e
T

TT
ku

−−
20     (3.44) 

Gọi B là giao điểm của tiếp tuyến ytt(t) với đường tiệm cận y(∞) và T∞ là 
hoành độ của B thì 

 ytt(T∞) = tgα( T∞−a)+b = y(∞) = ku0 

do đó cùng với (3.43), (3.44) được 

B 

T∞a 

A 
α 

Tm 
Hình 3.25: Xác định tham số Tm có sai số 

nhỏ cho mô hình Lag (cắt bớt). 

y(t) 

t 

y(∞) 

b 

y(0) 
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 T∞ −a =
αtg

)()( ayy −∞ =
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−

−

−

−
)1(

)(

00

0

2
m

m

T
a

m

tm

T
a

tm

m e
T

TT
kuku

eTTku

T = Tm  

Vậy Tm chính là khoảng thời gian cần thiết để ytt(t) đi được từ điểm A tới 
điểm B. Ta có được thuật toán thứ hai: 

1) Kẻ đường tiệm cận y(∞) với y(t) tại t=∞ rồi xác định k theo (3.39). 

2) Lấy một điểm A bất kỳ trên y(t) và kẻ đường tiếp tuyến ytt(t) với y(t) tại 
A, sau đó xác định B là giao điểm giữa đường tiếp tuyến ytt(t) với đường 
tiệm cận y(∞). 

3) Chiếu đoạn AB lên trục thời gian (trục hoành) để có Tm. 

4) Xác định Tt từ Tm và k theo (3.42). 

Xác định tham số mô hình Lead 

Về cơ bản, việc xác định các tham số k, Tt và Tm cho mô hình Lead cũng 
giống như cho mô hình Lag. Điểm khác biệt duy nhất là đường thực nghiệm 
y(t) của mô hình Lead luôn nằm phía trên đường tiệm cận y(∞) nên phải có 
Tt > Tm (hình 3.26). 

Thuật toán tìm k, Tt và Tm từ đường thực nghiệm y(t) có dạng như sau: 

1) Xác định điểm y(0). 

2) Dựng đường tiệm cận y(∞) của y(t) và tính k = )(lim
1

0
ty

u t ∞→
=

0

)(
u

y ∞  

3) Kẻ đường tiếp tuyến ytt(t) với y(t) tại một điểm A bất kỳ trên y(t), sau đó 
xác định giao điểm B của ytt(t) với đường tiệm cận y(∞). Thông thường 
điểm A được chọn là điểm không nằm quá xa đường tiệm cận y(∞). 

4) Tính Tm là hình chiếu của đoạn AB lên trục hoành. 

5) Tính Tt =
ku
Ty m

0

)0( . 

B 

α 

A 

y(t) 

t 
Hình 3.26: Xác định tham số cho 

mô hình Lead (dẫn qua). 

y(0) =
m

t

T
kT

u0  

y(∞) = u0k

Tm 

Tm 
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3.1.6 Xác định tham số mô hình đối tượng dao động bậc hai tắt dần 

Xét một đối tượng tuyến tính cần phải nhận dạng mà khi kích thích chủ 
động tại đầu vào bằng hàm u(t)=1(t) ta thu được ở đầu ra đường thực 
nghiệm của hàm quá độ h(t) có dạng giống như trong hình 3.27. 

 

 

 

 

 

 
 
Đường thực nghiệm này có những đặc điểm sau: 
− Hàm h(t) xuất phát từ điểm 0 và có đạo hàm tại 0 bằng 0. Theo kết luận 

1 đã nêu trong mục 3.1.1 thì mô hình (3.1) của nó phải có na− nb >1. 
− Khi t→∞ thì h(t) tiến tới một hằng số h∞ . Cũng theo kết luận 1 thì mô 

hình tham số (3.1) của nó có a0 ≠ 0. 
− Hàm h(t) có vô số điểm cực trị phân bố xen kẽ, cách đều nhau, trong đó 

các điểm cực đại lớn hơn h∞  còn các giá trị cực tiểu thì nhỏ hơn h∞ . 
Theo kết luận 5, mô hình tham số (3.1) phải có những điểm cực là số 
phức liên hợp. 

Với những kết luận như vậy, ta hoàn toàn có thể mô tả đối tượng bằng 
mô hình 

 G(s) =
22

2

2 qqDss

kq

++
 trong đó 0<D<1 (3.45) 

Từ mô hình này ta có được ngay: 

 h∞  = )(lim th
t ∞→

= )(lim
0

sG
s→

= k    (3.46) 

bởi vậy vấn đề còn lại phải làm chỉ là xác định nốt D và q. 

h(t) 

t 

h∞ 

Hình 3.27: Hàm quá độ của đối tượng dao 
động bậc hai. 
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Gọi s1 và s2 là hai điểm cực của mô hình (3.45), ta có 

 s1,2 = 21 DjqDq −±−  

Suy ra 

 h(t) =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−
−

−
DtDq

D

e
k

Dqt
 arcos 1sin

1
1 2

2
 

và 

 
dt

tdh )( = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−

−
tDq

D

qe
k

Dqt
 1sin

1

2

2
 

Giải phương trình 
dt

tdh )( = 0 để tìm các điểm cực trị (kể cả tại điểm t=0) 

được: 

 Ti =
21 Dq

i

−

π , i = 0, 1, K .    (

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Do đó 

 hmax  = h(T1) = ( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

−

+
−

22 1
exp

1

 arcossin
1

D

D

D

D
k

ππ  

  =
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
+

21
exp1

D

D
k

π     (3.48) 

Trừ (3.48) cho (3.46) ta sẽ có độ quá điều chỉnh (hình 3.28): 

k=h∞ 

h(t) 

t 
Hình 3.28: Xác định tham số mô hình dao 

động bậc hai từ hàm quá độ. 

T1 T2 T3 

hmax 

Δh Độ quá điều chỉnh 
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 Δh = hmax − h∞ = ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
21

exp
D

D
k

π    (3.49) 

Nếu chia (3.49) cho (3.46) theo từng vế được: 

 
k
hΔ = ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
21

exp
D

Dπ  ⇔ D =

k

hΔ
+

2

2

ln
1

1

π
 (3.50) 

và đó chính là công thức cho phép xác định tham số D từ đường thực 
nghiệm h(t). 

Tham số q còn lại sẽ được xác định từ D với sự trợ giúp của T1 theo 
(3.47) như sau: 

 T1 =
21 Dq −

π  ⇔ q =
2

1 1 DT −

π   (3.51) 

Ba công thức (3.36), (3.50) và (3.51) đặt cơ sở cho việc xác định các 
tham số k, D, q của mô hình (3.45) từ đường thực nghiệm h(t). Nếu như 
rằng vì một lý do nào đó ta không có được hàm quá độ h(t) mà chỉ có đáp 
ứng y(t) khi đối tượng được kích thích bởi u(t)= u01(t) thì do đối tượng là 
tuyến tính, những công thức trên sẽ có một sửa đổi nhỏ lại thành (phần 
chứng minh dành cho bài tập): 

 y∞  = )(lim ty
t ∞→

= ku0      (3.52a) 

 D =

∞

Δ
+

y

y2

2

ln

1

1

π
, trong đó Δy = ymax − y∞  (3.52b) 

 q =
2

1 1 DT −

π       (3.53c) 

Tổng kết lại, ta đi đến thuật toán: 
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1) Kẻ đường tiệm cận với y(t) tại t=∞ rồi xác định k theo (3.52a), tức là k 

=
0u

y∞  

2) Xác định ymax và T1 là tọa độ của điểm cực đại đầu tiên của đường y(t). 

3) Tính D theo (3.52b), trong đó Δy = ymax − y∞  

4) Tính q từ T1 và D theo (3.53c). 

Các bước tính toán bao gồm tính k, D và q từ y∞ , ymax và T1 của thuật 
toán đã được cài đặt thành chương trình con ptc()viết trên C cho dưới đây 
để tham khảo. Chương trình ptc() có 7 biến hình thức, trong đó u0, yp, ym, 
T1 chứa các sơ kiện đầu vào u0 , y∞ , ymax , T1 còn k, D, q chứa kết quả tính 
được là các tham số mô hình k, D, q. 

void ptc( double u0,double yp,double ym,double T1, 
   double &k,double &D,double &q) 
{ 
 k=yp/u0; 
 D=1./sqrt(1.+(pow(M_PI,2.)/pow(log(fabs(ym-yp)/yp),2.))); 
 q=M_PI/(T1*sqrt(1.-D*D)); 
} 

Ví dụ: Giả sử rằng khi kích thích một đối tượng bằng tín hiệu u(t)=1(t) ở 
đầu vào ta thu được tại đầu ra đường thực nghiệm cho trong hình 3.29. Từ 
đường thực nghiệm đó ta đọc ra được: 

 y∞ =2,2 ymax =3,5 T1 =2,6 

 

 
 

 

 

 

 

y(t) 

t 

yp = y∞ =2.2 

Hình 3.29: Ví dụ minh họa thuật toán xác 
định tham số mô hình dao động bậc 
hai. 

ym = ymax =3.5 

T1=2.6 
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Gọi chương trình ptc() với các giá trị  

 double u0=1.,yp=2.2,ym=3.5,T1=2.6,k,D,q; 
 ptc(u0,yp,ym,T1,k,D,q); 
sẽ thu được kết quả 

 k =2,2  D =0,165161  q =1,22513    ο 

3.2 Xác định tham số mô hình từ những giá trị G(jnΩλ) đã có  

Những phương pháp xác định mô hình tham số từ đáp ứng đầu ra y(t) của 
đối tượng tuyến tính cần nhận dạng khi đối tượng được kích thích bởi tín 
hiệu đầu vào u(t)= u01(t) đã được trình bày trong mục 3.1 có ưu điểm là chỉ 
cần từ dạng đường thực nghiệm y(t) người ta đã có thể khoanh vùng lớp các 
mô hình thích hợp cho đối tượng, nhưng lại có một nhược điểm chính hạn 
chế ứng dụng tổng quát là việc xác định tham số cho mô hình thuộc lớp các 
mô hình đó phụ thuộc khá nhiều vào dạng lớp các mô hình cụ thể và không 
tổng quát hóa được cho một lớp mô hình có cấu trúc bất kỳ (bậc mô hình là 
cho trước). Chính vì vậy, các phương pháp đó chỉ có thể được gói gọn trong 
phạm vi sử dụng với những mô hình đơn giản (bậc mô hình thấp) thuộc một 
trong 7 lớp: 

1) Lớp các mô hình PT1  
2) Lớp các mô hình IT1  
3) Lớp các mô hình ITn  
4) Lớp các mô hình PT2  
5) Lớp các mô hình PTn  
6) Lớp các mô hình Lead/Lag 

7) Lớp các mô hình khâu dao động bậc hai tắt dần. 

Để bù đắp được hạn chế trên, mục này sẽ giới thiệu thêm các phương 
pháp xác định tham số b0 , b1 , K ,

bnb , a0 , a1 , K ,
ana , cho mô hình thuộc 

lớp 

 G(s) =
)(
)(

sU
sY =

a
a

b
b

n
n

n
n

sasaa

sbsbb

+++

+++

  

  

10

10

L

L , na ≥ nb  (3.54) 
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từ các giá trị {G(jnΩλ)}, n=0,1, K , 2M của G(s) được giả thiết là đã có, 
chẳng hạn như nhờ thuật toán nhận dạng bị động bằng phân tích phổ và hàm 
nonpar() đã giới thiệu ở chương 2. Các phương pháp này cũng cần thêm giả 
thiết nữa là bậc của mô hình na , nb đã biết trước (mô hình có cấu trúc). 

Do các phương pháp nhận dạng b0 , b1 , K ,
bnb , a0 , a1 , K ,

ana có sử 

dụng phương pháp tính Cholesky giải hệ phương trình tuyến tính phức 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

n
nnnn

n

n

x

x

ccc

ccc

ccc

M

L

MOMM

L

L
1

21

22221

11211

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nk

k
M
1

 , với cij , ki ∈C (3.55) 

nên để tiện cho việc theo dõi, thuật toán Cholesky sẽ được giới thiệu trước 
khi đi vào cụ thể các phương pháp nhận dạng tham số b0 , b1 , K ,

bnb , a0 , a1 

, K ,
ana . 

3.2.1 Thuật toán Cholesky 

Nếu sử dụng các ký hiệu 

 C =
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nnnn

n

n

ccc

ccc

ccc

L

MOMM

L

L

21

22221

11211

, x =
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phương trình (3.55) với các hệ số phức cij , ki , i, j = 1, K , n viết được 
thành 

 Cx  = k       (3.56) 

trong đó nghiệm x cũng là vector gồm các phần tử phức. 

Việc giải phương trình trên không thể được thực hiện đơn giản là tính ma 
trận nghịch đảo C−1 để đưa ra nghiệm x= C−1k vì như làm như vậy, số lượng 
các phép tính phải thực hiện là rất nhiều kéo theo sai số lớn, đặc biệt sai số 
tính toán sẽ càng lớn khi ma trận C  tuy không suy biến nhưng có định thức 
tương đối  nhỏ. Bởi vậy để giải phương trình (3.56) người ta cần phải có 
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những thuật toán thích hợp và một trong những thuật toán đó là thuật toán 
của Cholesky. 

Điều kiện để áp dụng được thuật toán Cholesky là cần phải có giả thiết 
rằng ma trận C  xác định dương và đối xứng Hermitian, tức là 

 xHCx  ≥ 0,  xHCx  = 0   khi và chỉ khi  x  = 0, 

 CH= C , 

trong đó ký hiệu mũ H  chỉ phép tính chuyển vị và lấy các phần tử liên hợp 
của một ma trận (hay vector). Giả thiết trên, như sau này chỉ rõ, hoàn toàn 
phù hợp với bài toán nhận dạng tham số mô hình của ta. 

Tư tưởng chính của thuật toán Cholesky là phân tích ma trận C  thành tích 
C=DDH  với D  là ma trận mà các phần tử phía trên đường chéo chính đồng 
nhất bằng 0 

 D =
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, tức là  dij = 0  khi i<j  

Việc phân tích C  thành C=DDH  luôn thực hiện được nếu C  xác định 
dương và thỏa mãn CH= C . 

Nếu C  đã được phân tích thành C=DDH  thi công việc giải hệ phương 
trình (3.56) sẽ không cần đến ma trận nghịch đảo C−1 nữa mà trở nên đơn 
giản hơn nhiều bằng việc giải hai hệ phương trình tuyến tính: 
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 (3.57a) 

và 

 DHx  = y  ⇔ 
⎟
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trong đó ijd là ký hiệu chỉ số phức liên hợp của dij . 

Như đã nói, việc tìm nghiệm hai phương trình trên không cần phải thông 
qua ma trận nghịch đảo D−1. Thật vậy để giải phương trình (3.57a) ta chỉ 
cần tiến hành các bước sau: 

1) Xác định y1 =
11

1

d
k  

2) Lần lượt với i=2, K , n tính yi =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− ∑

−

=

1

1

1 i

j
jiji

ii
ydk

d
 

và để giải phương trình (3.57b) ta thực hiện (phần chứng minh dành cho bài 
tập): 

1) Xác định xn=
nn

n

d

y  

2) Thực hiện lần lượt cho j =n−1, K , 1 công thức xj =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
− ∑

+=

n

ji
iijj

jj
xdy

d 1

1  

Điều băn khoan rằng hai thuật toán trên có thực hiện được không, tức là 
thực sự các phần tử dii trên đường chéo chính của D có khác 0 hay không, 
sẽ được trả lời với tính chất xác định dương của C như sau: 

Định lý 3.1: Nếu ma trận C với các phần tử cij là những số phức có tính xác 
định dương thì 

a) C không suy biến. 
b) Các phần tử trên đường chéo chính cii là những số thực dương. 

Chứng minh: a) Tính không suy biến của C được suy ra từ định nghĩa về 
tính xác định dương, vì nếu C suy biến thì tồn tại  x≠0 để có Cx=0 và do đó 
xHCx=0. 

Về b) ta chỉ cần thay x=ei vào công thức xHCx  > 0 khi x≠0, trong đó ei là 
vector đơn vị có phần tử thứ i bằng 1 còn các phần tử khác bằng 0, sẽ được 

 i
H
i eCe  > 0 ⇒ cii > 0  (đ.p.c.m).  ο



 

 128

Với định lý 3.1 và quan hệ C= DDH  thì D  cũng phải là ma trận không 

suy biến, tức là det D≠ 0. Nhưng do det D  = ∏
=

n

i
iid

1
nên phải có dii ≠ 0 với 

mọi i và đó chính là điều kiện để thuật toán giải phương trình (3.57) thực 
hiện được. 

Bây giờ ta sẽ xác định công thức thực hiện phân tích C=DDH . Từ 
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có 

 cij = ∑
=

n

q
jqiqdd

1
= ∑

=

),min(

1

ji

q
jqiqdd     (3.58) 

Suy ra 

 cjj  = ∑
=

j

q
jqjqdd

1
= ∑

=

j

q
jqd

1

2  

Công thức này khẳng định lại một lần nữa rằng các phần tử trên đường chéo 
chính cjj  của C  là những số thực dương. Để đơn giản ta sẽ tìm ma trận D  có 
các phần tử trên đường chéo chính cũng là các số thực dương, khi đó thì 

 cjj  = ∑
−

=
+

1

1

22
j

q
jqjj dd . ⇒ djj  = ∑

−

=
−

1

1

2j

q
jqjj dc  (3.59) 

Muốn tìm những phần tử dij với i>j  còn lại ta đi từ (3.58). Do có giả 
thiết i>j  nên (3.58) trở thành 

 cij = ∑
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q
jqiqdd

1
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q
jqiqjjij dddd  

⇒ dij =
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1 j
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     (3.60) 

và đó chính là công thức xác định dij khi i>j . 

Dựa vào (3.59), (3.60) ta có thuật toán tìm D: Thực hiện với j =1,2, K , 
n: 
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a) Tính djj theo (3.59). 

b) Tính lần lượt các giá trị dij có i = j+1, K , n theo công thức (3.60). 

Nếu ghép chung thuật toán tìm D  vừa phát biểu với hai thuật toán giải hệ 
phương trình (3.57a) và (3.57b) ta sẽ đi đến thuật toán Cholesky gồm các 
bước tính sau: 

1) Phân tích C  thành DDH , tức là tìm dij với i≥j , bằng cách thực hiện lần 
lượt các bước sau với j =1,2, K , n: 

a) Tính djj  = ∑
−

=
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1

1

2j

q
jqjj dc  

b) Lần lượt với i = j+1, K , n tính dij =
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2) Lần lượt với i=1, K , n tính yi =
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3) Lần lượt với j =n, K , 1 tính xj =
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜

⎝

⎛
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jj
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Thuật toán vừa trình bày trên đã được cài đặt thành hàm cholesky() viết 
trên C cho dưới đây để tham khảo. Hàm này có 3 biến hình thức: 

a) Số nguyên n chứa bậc của ma trận C, tức là chứa số các phương trình 
là n. 

b) Con trỏ c chỉ đầu mảng số phức c[] chứa giá trị các phần tử  cij  của 
ma trận C. Do ma trận C đã được giả thiết là đối xứng Hermitian 
(C=CH) nên hàm cũng chỉ cần các giá trị cij  có i ≥ j là đủ. Những 
phần tử này là các giá trị đầu vào của hàm cholesky() và phải được 
đưa vào mảng c[] theo thứ tự như sau: 
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Sau khi hàm thực hiện xong, mảng sẽ chứa các phần tử dij  của D 
cũng theo đúng thứ tự như trên. 

c) Con trỏ k chỉ đầu mảng số phức k[] chứa các giá trị đầu vào ki , i=1, 
K , n theo thứ tự ki  nằm trong k[i-1]. Khi hàm cholesky() thực hiện 
xong, mảng này sẽ chứa kết quả xi , i=1, K , n cũng theo đúng thứ tự 
đó. 

Hàm trả về giá trị 0 nếu quá trình thực hiện không có lỗi (ma trận C xác 
định dương) hoặc là một giá trị i khác 0 thông báo C có phần tử cii  ≤ 0.  

int cholesky(int n,complex *c,complex *k) 
{ 
 int i,j,q,p,l; 
 double s; 
 for(j=1;j<=n;j++) 
 { p=(j*(j-1)-2)/2; 
  s= real(c[p+j]); 
  for(q=1;q<j;q++) 
   s -= pow(real(c[p+q]),2)+pow(imag(c[p+q]),2); 
  if(s<=0.) return(j); else s=sqrt(s); 
  c[p+j]=complex(s); 
  for(i=j+1;i<=n;i++) 
  { l=(i*(i-1)-2)/2; 
   for(q=1;q<j;q++) c[l+j]-= c[l+q]*conj(c[p+q]); 
   c[l+j]=c[l+j]/s; 
  } 
 } 
 for(i=1;i<=n;i++) 
 { p=(i*(i-1)-2)/2; 
  for(j=1;j<i;j++) k[i-1]-= c[p+j]*k[j-1]; 
  k[i-1]=k[i-1]/c[p+i]; 
 } 
 for(j=n;j>0;j--) 
 { for(i=j+1;i<=n;i++) 
  { p=(i*(i-1)-2)/2; 
   k[j-1]-= conj(c[p+j])*k[i-1]; 
  } 
  k[j-1]=k[j-1]/c[(j*(j+1)-2)/2]; 



 

 131

 } 
 return(0); 
} 

Ví dụ: Gọi hàm trên với các giá trị đầu vào n=3, 
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3.2.2 Nhận dạng tham số mô hình 

Sau khi đã có hàm cholesky() giải phương trình tuyến tính phức, ta quay 
lại bài toán nhận dạng tham số mô hình (3.54). 

Giả sử rằng bằng cách nào đó, chẳng hạn như thông qua nhận dạng mô 
hình không tham số nhờ phân tích phổ tín hiệu với hàm nonpar() đã trình 

bày ở chương 2, ta đã có dãy các giá trị {G(jnΩλ)}, Ωλ=
aTλ

π2 , n=0,1, K , 

2M của hàm truyền đạt G(s) từ dãy các giá trị tín hiệu đo được {uk}, {yk} 
với chu kỳ lấy mẫu Ta của tín hiệu vào ra u(t), y(t), trong đó λ là số nguyên 

lũy thừa 2 nhỏ nhất nhưng không nhỏ hơn 2N−1, N=
aT

T , T là khoảng thời 

gian quan sát (đo) tín hiệu [0, T) và M là chỉ số Lag. Nhiệm vụ đặt ra bây 
giờ là xác định các tham số b0 , b1 , K ,

bnb , a0 , a1 , K ,
ana cho mô hình 

(3.54) từ các giá trị G(jnΩλ) đã có này. 

Nếu như từ thông tin A−priori người ta không những biết được đối tượng 
là tuyến tính cũng như bậc của mô hình na , nb mà còn biết thêm rằng đối 
tượng không có thành phần tích phân nối tiếp, ví dụ như hàm quá độ h(t) 
không tiến đến ∞ khi t→∞, thì do a0≠0 mô hình (3.54) hoàn toàn có thể 
được thay thế bởi dạng tương đương 
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 GM(s) =
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10

L

L , (na ≥ nb).  (3.61) 

Với (3.61) và G(jnΩλ), n=0,1, K , 2M thì khi thay s bởi jnΩλ  vào về phải 
của (3.61) còn vế trái là những giá trị G(jnΩλ) đã có, sẽ được: 

 G(jnΩλ) ≈
a
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n
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n
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)()()()( λλλλ ≠0 (3.63) 

Lý do cho việc dấu = ở (3.61) được thay bởi dấu ≈ trong (3.62) và do đó 
en≠0 là vế trái của (3.62) chỉ là những giá trị G(jnΩλ) nhận dạng được mà 
có nên không phải là giá trị đúng thực sự của hàm truyền đạt. 

Từ (3.63) ta thấy bộ tham số b0 , b1 , K ,
bnb , a1 , K ,

ana tốt nhất sẽ là bộ 
mà với nó tổng bình phương các sai lệch en có giá trị nhỏ nhất: 
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2  → min!.     (3.64) 

Nếu sử dụng ký hiệu 
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         (3.65) 

thì công thức (3.63), (3.64) cho tất cả n=0,1, K , M
~ =2M sẽ viết được thành 

 e = g − Ux  

 Q = eHe  → min!. 
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Suy ra 

 Q = xUUxgUxxUggg HHHHHH +−−  

  =
444444444 3444444444 21

Q

xUUgUUUxUUgUgUUUUggg HHHHHHHHHH

~
)()()()( 11 −−+− −−  

Vì chỉ có thành phần thứ 3 là Q
~  chứa vector các tham số x phải tìm nên Q 

nhỏ nhất khi và chỉ khi 

 Q
~ = )()()( 1 xUUgUUUxUUgU HHHHHH −− −  → min!. 

Hơn nữa theo (3.65) ma trận U có M
~ +1 hàng na+nb+1 cột. Nhưng do ở bài 

toán nhận dạng thường có M
~ > na+nb nên na+nb+1 vector cột là độc lập 

tuyến tính, tức là U có hạng na+nb+1, dẫn đến UHU  không suy biến. Khi 
UHU  không suy biến, nó sẽ xác định dương, kéo theo 1)( −UU H cũng là một 
ma trận xác định dương (phần chứng minh dành cho bài tập). Bởi vậy giá trị 
nhỏ nhất của Q

~ chỉ có thể là 0 với 

  xUUgU HH −  = 0    ⇔ gUxUU HH =   (3.66) 

và đó chính là công thức xác định bộ tham số x cho mô hình (3.61). 

So sánh (3.66) với (3.56) ta thấy chúng hoàn toàn giống nhau, trong đó 

 C = UHU  và k = gU H     (3.67) 

nên (3.66) có thể được giải trực tiếp nhờ hàm cholesky() viết trên ngôn ngữ 
lập trình C đã giới thiệu tại mục trước. 

Gọi các phần tử của C là cik , i, k=1, K , na+nb+1, của U là uqk , q= 1, 
K , M

~ +1, k=1, K , na+nb+1 và của k là ki , i = 1, K , na+nb+1  thì từ (3.67) 
có 
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Thay (3.68) vào (3.69) được 
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và (3.68) vào (3.70) có 
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 (3.72) 

Hai công thức (3.71), (3.72) cũng như hàm nonpar() đã cho ở mục 2.3.1 
(chương2) đặt cơ sở cho việc xây dựng thuật toán tìm bộ tham số tối ưu b0 , 
b1 , K ,

bnb , a1 , K ,
ana cho mô hình (3.61) trực tiếp từ dãy các giá trị tín 

hiệu {uk}, {yk}, k=1, K , N−1 đo được trong khoảng thời gian quan sát [0, 
NTa), trong đó Ta là thời gian trích mẫu. 

Thuật toán này có dạng như sau: 

1) Gọi hàm nonpar() với đầu vào {uk}, {yk}, k=1, K , N−1 để có G(jnΩλ), 

n=0,1, K , M
~ , trong đó M

~ =2M, M là chỉ số Lag (mục 2.2.1), Ωλ=
aTλ

π2 và 

λ là số nguyên lũy thừa 2 nhỏ nhất nhưng không nhỏ hơn 2N−1. 

2) Xác định ma trận C = UHU  và vector k = gU H  bằng cách thực hiện lần 
lượt với i=1, K , na+nb+1 các bước sau: 

a) Khi k=i, K , na+nb+1,  tính cik  theo (3.71). 
b) Tính ki  theo (3.72). 
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3) Gọi hàm cholesky() với các tham số đầu vào đã có ở bước 2) để xác 
định x chứa bộ tham số b0 , b1 , K ,

bnb , a1 , K ,
ana tối ưu. 

Thuật toán trên đã được cài đặt thành hàm par() cho dưới đây để tham 
khảo. Hàm par() có các biến hình thức: 

a) Con trỏ u chỉ đầu mảng số thực u[] chứa dãy {uk}, k=1, K , N−1. 

b) Con trỏ y chỉ đầu mảng số thực y[] chứa dãy {yk}, k=1, K , N−1. 
c) Số thức Ta chứa thời gian trích mẫu Ta. 
d) Số nguyên N chứa độ dài hai dãy {uk}, {yk}, tức là chứa N. 
e) Số nguyên M chứa chỉ số Lag, tức là độ dài cần phải có của dãy giá trị 

hàm tương quan { )(~
auy mTr }, đồng thời cũng xác định độ dài M

~ =2M 

của dãy kết quả {G(jnΩλ)} của hàm nonpar() là M
~ +1, tức là n=0,1, 

, K , M
~  với Ωλ  =

aTλ
π2 , trong đó λ là một số nguyên lũy thừa của 2 

nhỏ nhất nhưng không nhỏ hơn 2N−1. 
f) Số nguyên bias xác định giá trị hàm tương quan sẽ được tính theo 

công thức bias (bias=1) hay unbias (bias≠1). 
g) Số nguyên w xác định chỉ số 0≤i≤7 của hàm cửa sổ sẽ được sử dụng 

nhằm làm giảm sai số rò rỉ khi sử dụng kỹ thuật DFT. Nếu nội dung 
của w là một số ngoài khoảng [0,7] thì hàm sẽ sử dụng hàm cửa sổ 
w0(t). 

h) Số nguyên na xác định bậc đa thức mẫu số của mô hình (3.61). 
i) Số nguyên nb xác định bậc đa thức tử số của mô hình (3.61). 
j) Con trỏ x chỉ đầu mảng số phức x[] có độ dài na+nb+1 chứa kết quả 

theo thứ tự x[0]= b0, K , x[nb]=
bnb , x[nb+1]= −a1 , K , x[nb+na]= 

−
ana . 

Hàm sẽ trả về giá trị báo lỗi −2 nếu na<nb , −1 khi M≥N  hoặc i > 0 thông 
báo UHU  suy biến với phần tử thứ ii  không phải là số dương. Trong trường 
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hợp không có lỗi, hàm trả về giá trị 0. Hàm không làm thay đổi nội dung hai 
mảng u[] và y[]. 

int par(double *u,double *y,double Ta,int N,int M,int bias, 
   int w,int na,int nb,complex *x) 
{ int i,k,m=na+nb+1,q,L,ik,Q=2*M; 
 double om,*s; 
 if(nb>na) return(-2); 
 complex ci,*G,*c,im=complex(1.); 
 G=new complex[Q+1]; 
 c=new complex[m*(m+1)/2+1]; 
 s=new double[Q]; 
 if((L=nonpar(u,y,Ta,N,M,bias,w,G))>0) 
 { c[0]=complex(Q+1); 
  x[0]=G[0]; 
  om=(2.*M_PI)/(Ta*L); 
  for(i=0;i<Q;i++) 
  { s[i]=1.; 
   x[0]=x[0]+G[i+1]; 
  } 
  for(ik=1;ik<=2*na;ik++) 
  { for(q=0;q<Q;q++) s[q]=s[q]*om*(q+1); 
   im=im*complex(0.,-1); 
   if(ik<=nb) 
   { x[ik]=complex(0.); 
    for(q=0;q<Q;q++) x[ik]+=im*G[q+1]*s[q]; 
   } 
   if(ik<=na) 
   { x[nb+ik]=complex(0.); 
    for(q=0;q<Q;q++) x[nb+ik]+=im*s[q]*pow(abs(G[q+1]),2.); 
   } 
   for(i=1;i<=na+nb+1;i++) 
    for(k=1;k<=i;k++) 
    { if(i<=nb+1) L=i+k-2; 
     else L=(k<=nb+1)? i-nb+k-2:i-2*nb+k-2; 
     if(L!=ik) continue; 
     L=k%2; 
     ci=complex(0.); 
     if(i<=nb+1) for(q=0;q<Q;q++) ci += im*s[q]; 
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     else if(k<=nb+1) 
      for(q=0;q<Q;q++) ci += im*conj(G[q+1])*s[q]; 
     else 
     { for(q=0;q<Q;q++) ci+=im*s[q]*pow(abs(G[q+1]),2.); 
      L=(k-nb)%2 
     } 
            c[i*(i-1)/2-1+k]=(L==0)? –ci : ci; 
    } 
  } 
  L=cholesky(na+nb+1,c,x); 
 } 
 delete [] G; delete [] c; delete [] s; 
 return (L); 
} 

Chú ý: Thuật toán trên cũng như hàm par() chỉ sử dụng được khi đối tượng 
không có thành phần tích phân I, tức là )(lim th

t ∞→
<∞. 

Ví dụ: Cho một đối tượng tuyến tính có mô hình 

 GM(s) =
2

21

0

1 sasa

b

++
,  

trong đó 

 b0 =2,5 , a1 =1,6.10−3 và a2 =5,5.10−7. 

Đối tượng làm việc tín hiệu vào u(t) là ngẫu nhiên egodic có dải tần số lớn. 
Đo 2048 giá trị tín hiệu vào u(t) và ra y(t) của đối tượng với tần số trích mẫu 
Ta=Ta=10−4s được dãy {uk}, {yk}, k=1, 2, K , 2047. 

Sử dụng hàm par() với hàm cửa sổ Hanning (w=w=3), na=na=2, 
nb=nb=0, N=N=2048, bias=1 cho các giá trị M=M khác nhau ta sẽ có 
những kết quả sau: 

Lag M b0 =2,5 a1 =1,6.10−3 a2 =5,5.10−7 
195 2.39445e+00 1.46897e−03 5.43231e−07 
225 2.41471e+00 1.51376e−03 5.54454e−07 
300 2.42715e+00 1.53705e−03 5.50963e−07 
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350 2.42666e+00 1.50772e−03 5.43697e−07 
365 2.44589e+00 1.51191e−03 5.50411e−07 
390 2.34944e+00 1.45696e−03 5.22151e−07 

Khi đối tượng có chứa thành phần tích phân I thì không mất tính tổng 
quát ta có thể giả thiết b0≠0, tức là không chứa thành phần vi phân D nối 
tiếp, vì trong trường hợp a0=b0=0 thì sau khi giản ước thừa số chung của tử 
và mẫu của (3.54) là s để hạ bậc ta lại có mô hình mới không chứa đồng thời 
cả hai thành phần I và D.  

Khi b0≠0, ta làm tương tự như trên với mô hình rút gọn 

 GM(s) =
a
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b
b

n
n

n
n
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sbsb
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sẽ đi đến 
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trong đó 
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n=0,1, , K , 2M và k=0,1, , K , na+nb . 
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Như vậy bộ tham số b1 , K ,
bnb , a0 , a1 , K ,

ana của mô hình (3.73) mà 

với nó phiếm hàm sai lệch (3.64) đạt giá trị nhỏ nhất sẽ là nghiệm của 

 LHLx  = LHs   

và cùng với kết luận đó ta được thuật toán xác định bộ tham số tối ưu x  cho 
mô hình (3.73) từ dãy giá trị tín hiệu {uk}, {yk}, k=1, K , N−1 đo được 
trong khoảng thời gian quan sát [0, NTa) với thời gian trích mẫu Ta như sau: 

1) Sử dụng hàm spec() tính )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩnSuy , n=0,1, K ,2M với M là chỉ 

số Lag, Ωλ=
aTλ

π2 và λ là số nguyên lũy thừa 2 nhỏ nhất nhưng không nhỏ 

hơn 2N−1. 

2) Tính C=LHL  và k= LHs . 

3) Gọi hàm cholesky()để tìm  x chứa bộ tham số b1 , K ,
bnb , a0 , a1 , K 

,
ana tối ưu. 

Việc cài đặt thuật toán trên thành chương trình trên ngôn ngữ lập trình C 
được tiến hành tương tự như đã làm với hàm par() và sẽ được dành cho bạn 
đọc như bài tập ôn luyện. 

3.2.3 Nhận dạng lặp tham số mô hình 

Ví dụ minh họa cho hàm par() trình bày trong mục 3.2.2 để nhận dạng 
tham số b0 , b1 , K ,

bnb , a1 , K ,
ana cho mô hình đối tượng không chứa thành 

phần tích phân 

 GM(s) =
a

a

b
b

n
n

n
n

sasa

sbsbb

+++

+++

  1

  

1

10

L

L , (na ≥ nb)  (3.74) 

xác nhận khả năng áp dụng tốt của thuật toán. Tuy nhiên không phải trong 
mọi trường hợp ta đều có thể sử dụng thuật toán đó. Chẳng hạn như ở bài 
toán nhận dạng bị động có nhiễu tác động lớn làm cho kết quả đo {uk}, {yk} 
phản ánh không được sát thực tín hiệu hiện có của đối tượng. Điều này ảnh 
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hưởng trực tiếp tới giá trị G(jnΩλ), n=0,1, K , 2M thu được của hàm truyền 
đạt và giữa giá trị thu được đó với giá trị đúng GM(jnΩλ) tồn tại sai lệch 
không thể bỏ qua. 

Ví dụ 1: Giả sử một đối tượng tuyến tính mô tả chính xác được bởi 

 GM(s) =
2

21

10

1 sasa

sbb

++

+   

với b0 =2 , b1 =0,5 , a1 = 0,8 và a2 = 2. 

Đo 1000 giá trị tín hiệu vào u(t) và ra y(t) của đối tượng với tần số trích 
mẫu Ta=Ta=10−2s được dãy {uk}, {yk}, k=1, 2, K , 999, trong đó ở cả đầu 
vào/ra của đối tượng có lẫn 12% nhiễu phân bố chuẩn với giá trị trung bình 
bằng 0. Sử dụng hàm par() với cửa sổ Hamming (w=4), na=2, nb=1, 
N=1000, bias=1 và M=200 ta thu được kết quả có sai lệch đáng kể ([12]): 

 b0 = 0,38 , b1 = 0,12, a1 = 0,35 và a2 = 0,17.       ο 

Nhằm hiệu chỉnh kết quả thu được nhờ hàm par() một cách tốt hơn, 
người ta cần phải loại bỏ sự ảnh hưởng của nhiễu trong G(jnΩλ) và một 
trong những phương pháp loại bỏ sự ảnh hưởng đó của nhiễu là nhận dạng 
theo nguyên lý lặp qua nhiều bước được trình bày sau đây. 

Xuất phát từ mô hình (3.74) và các giá trị G(jnΩλ), n=0,1, K , 2M đã có 
ta lập phương trình mô tả sai lệch đầu ra: 

 en = G(jnΩλ) − GM(jnΩλ) 
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Nếu ký hiệu )(k
ia , )(k

ib là các tham số của mô hình (3.74) thu được tại bước 

lặp thứ k, ta sẽ cải biên sai lệch trên một ít cho phù hợp với thuật toán lặp 
như sau: 
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 (3.75) 

trong đó 

 )1( −k
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− Ω+
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i jna

1

)1( )(1 λ  và )0(
nw =1, ∀ n. 

Với ký hiệu ma trận U vector g cho trong (3.65) và 
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thì (3.75) cho tất cả n=0,1, K , 2M sẽ viết chung lại được thành 

 e~ = W ( k− 1 )
g − W ( k −1 )U xk     (3.76) 

Nếu xem bộ tham số xk tốt nhất của bước lặp thứ k là bộ mà với nó tổng 
bình phương các sai lệch 

 Q = ∑
=

M

n
ne

2

0

2~ = ee H ~~  

đạt giá trị nhỏ nhất, thì tương tự như đã làm với (3.64) tại mục 3.2.2 để đến 
(3.66), ở đây ta cũng có phương trình xác định nghiệm xk như sau: 

 ( ) ( ) k
kHk x

C

UWUW ⋅−−
4444 34444 21   )1()1( = ( )

4444 34444 21
k

gWUW kHk   )1()1( −−  

và phương trình này hoàn toàn giải được trực tiếp nhờ hàm cholesky() với 
những giá trị G(jnΩλ), n=0,1, K , 2M cũng như bộ tham số )1( −k

ia , i=1, K , 

na đã có từ bước lặp thứ k−1 trước đó. 
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Ta đi đến thuật toán lặp xác định bộ tham số tối ưu  b0 , K ,
bnb , a1 , K 

,
ana  (sai lệch đầu ra nhỏ nhất) cho mô hình đối tượng không chứa thành 

phần tích phân từ những giá trị G(jnΩλ), n=0,1, K , 2M đã có (chẳng hạn 
như nhờ phương pháp nhận dạng bị động mô hình không tham số đã trình 
bày ở chương 2) như sau: 

1) Xác định bộ tham số khởi phát )0(
0b , )0(

1b , K , )0(
bnb , )0(

1a , )0(
2a , K , )0(

ana  từ 

G(jnΩλ), n=0,1, K , 2M (có thể sử dụng một phần hàm par() không có 
công đoạn gọi nonpar() để tính G(jnΩλ), n=0,1, K , 2M từ {uk}, {yk}, 
k=1, K , N−1). 

2) Thực hiện lần lượt các bước sau với k=1, 2, K  

a) Tính C = (W(k−1)U)H(W(k−1)U) và k = (W(k−1)U)HW(k−1)
g  

b) Gọi hàm cholesky() để tính )(
0
kb , )(

1
kb , K , )(k

nb
b , )(

1
ka , )(

2
ka , K , )(k

na
a . 

c) Nếu sai số ∑ ⎟
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⎝
⎛ −+− −−
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k
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k
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k
i

k
i aabb )()1()()1(  < ε  với ε là một số dương đủ 

nhỏ cho trước thì dừng thuật toán và cho ra kết quả b0 = )(
0
kb , K , 

bnb = )(k
nb

b , a1 = )(
1
ka , K , 

ana = )(k
na

a . 

Nếu như biết chắc rằng bộ tham số mô hình phải xác định với ít nhất hai 
vòng lặp thì ta có thể bắt đầu tại ngay bước 2, trong đó giá trị khởi phát 

)0(
0b , )0(

1b , K , )0(
bnb , )0(

1a , )0(
2a , K , )0(

ana  chỉ cần chọn sao cho có được )0(
nw =1, 

∀ n. Ví dụ như với 

 )0(
1a = K = )0(

ana = 0 

và  )0(
0b , )0(

1b , K , )0(
bnb  là tùy ý. 

Để tiện cho việc cài đặt thuật toán trên, nhất là tại bước 2a) khi phải xác 
định C cũng như k ta có thể gọi U

~ = W(k−1)U và qnu~ là các phần tử của U
~ , 

q=1, K , 2M+1, n=1, K , na+nb+1. Vậy thì 
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trong đó )1(
0

−kw =1.  Nếu gọi tiếp C=(W(k−1)U)H(W(k−1)U) và cmn , m, n=1, K , 

na+nb+1 là các phần tử của nó sẽ được 
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Cũng như vậy, nếu ta tiếp tục gọi kn , n = 1, K , na+nb+1 là các phần tử 
của  k thì 
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Sử dụng các công thức xác định C và k vừa nêu trên, ta tiến hành việc cài 
đặt thuật toán nhận dạng  b0 , K ,

bnb , a1 , K ,
ana  cho đối tượng không chứa 

thành phần tích phân từ những giá trị G(jnΩλ), n=0,1, K , 2M của nó bằng 
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ngôn ngữ lập trình C sẽ có được hàm itpar() cho dưới đây. Hàm itpar() này 
có các biến hình thức sau: 

a) Con trỏ G chỉ đầu mảng phức G[] chứa các giá trị G(jnΩλ), n=0,1, K 
, 2M. 

b) Con trỏ x chỉ đầu mảng phức x[] chứa các tham số có từ vòng lặp thứ 
k−1 trước đó theo thứ tự: 

x[0]= )1(
0

−kb , K , x[nb]= )1( −k
nb

b , x[nb+1]=− )1(
1

−ka , K , 

x[na+nb]=− )1( −k
na

a  

Sau khi hàm thực hiện xong, các giá trị tham số mới sẽ được ghi lại 
vào mảng này cũng theo đúng thứ tự đó, tức là: 

x[0]= kb0 , K , x[nb]= k
nb

b , x[nb+1]= − ka1 , K , x[na+nb]= − k
na

a . 

c) Số thực Om chứa giá trị Ωλ . 
d) Số nguyên M2 chứa độ dài dãy {G(jnΩλ)}, tức là M2=2M. 
e) Số nguyên na chứa bậc đa thức mẫu số na của mô hình. 
f) Số nguyên nb chứa bậc đa thức tử số nb của mô hình. 

Hàm trả về giá trị báo lỗi −1 nếu na<nb hoặc i > 0 thông báo C  suy biến 
với phần tử thứ ii  không phải là số dương. Trong trường hợp không có lỗi, 
hàm trả về giá trị 0. Hàm không làm thay đổi nội dung mảng G[]. 

int itpar(complex *G,complex *x,double Om,int M2,int na,int nb) 
{ int n,m=na+nb+1,q,L,mn; 
 double *s,*w; 
 if(nb>na) return(-1); 
 complex cik,*c,im=complex(1.); 
 c=new complex[m*(m+1)/2+1]; 
 s=new double[M2]; 
 w=new double[M2]; 
 c[0]=complex(0.,Om); 
 for(n=1;n<na;n++) c[n]=c[n-1]*complex(0.,Om); 
 for(n=0;n<M2;n++) 
 { cik=complex(1.); 
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  for(m=0;m<na;m++) 
cik+=c[m]*pow(n+1,m+1)*real(x[nb+1+m]); 
  w[n]=1./(pow(real(cik),2)+pow(imag(cik),2)); 
 } 
 c[0]=complex(1.); 
 for(n=0;n<M2;n++) c[0]+=complex(w[n]); 
 x[0]=G[0]; 
 for(q=0;q<M2;q++) 
 { s[q]=1.; 
  x[0]=x[0]+G[q+1]*w[q]; 
 } 
 for(mn=1;mn<=2*na;mn++) 
 { 
  for(q=0;q<M2;q++) s[q]=s[q]*Om*(q+1); 
  im=im*complex(0.,-1); 
  for(m=1;m<=na+nb+1;m++) 
   for(n=1;n<=m;n++) 
   { 
    if(m<=nb+1) L=n+m-2; 
    else L=(n<=nb+1)? m-nb+n-2:m-2*nb+n-2; 
    if(L!=mn) continue; 
    cik=complex(0.); 
    L=(n-1)%2; 
    if(m<=nb+1) for(q=0;q<M2;q++) cik+=im*s[q]*w[q]; 
          else if(n<=nb+1) 
     for(q=0;q<M2;q++) cik+=im*conj(G[q+1])*s[q]*w[q]; 
    else 
    { for(q=0;q<M2;q++) 
      cik+=im*s[q]*pow(abs(G[q+1]),2.)*w[q]; 
     L=(n-nb-1)%2; 
    } 
    c[m*(m-1)/2-1+n]=(L==0)? cik:-cik; 
  } 
  if(mn>na) continue; 
  if(mn<=nb) 
  { x[mn]=complex(0.); 
   for(q=0;q<M2;q++) x[mn]+=im*G[q+1]*s[q]*w[q]; 
  } 
  x[nb+mn]=complex(0.); 
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  for(q=0;q<M2;q++) 
   x[nb+mn]+=im*s[q]*pow(abs(G[q+1]),2.)*w[q]; 
 } 
 L=cholesky(na+nb+1,c,x); 
 delete [] c; delete [] w; delete [] s; 
 return (L); 
} 
Ví dụ 2: Hàm itpar() trên đây có thể được dùng thay cho hàm par() đã giới 
thiệu ở mục 3.2.2 để xác định tham số mô hình b0 , K ,

bnb , a1 , K ,
ana  cho 

những đối tượng không chứa thành phần tích phân một cách trực tiếp từ dãy 
các giá trị {G(jnΩλ)} chứ không phải từ dãy giá trị tín hiệu vào/ra {uk}, 
{yk} bằng cách gọi hàm itpar() với đầu vào x[n]= 0, n=0,1, K , na+nb . Ví 
dụ với các lệnh 

void main() 
{ complex *G,*x,b0,b1,a1,a2; 
 int i; 
 b0=complex(2.); b1=complex(0.5); 
 a1=complex(0.8); a2=complex(2.); 
 G=new complex [1000]; x=new complex [7]; 
 G[0]=complex(2.); 
 for(i=1;i<1000;i++) G[i]=(b0+b1*i))/(complex(1.)+b1*i-b2*i*i); 
 for(i=0;i<7;i++) x[i]=complex(0.); 
 if(itpar(G,x,1.,999,2,1)==0) 

for(i=0;i<4;i++) 
 printf("x[%d]=(%f,%f)\n",i,real(x[i]),imag(x[i])); 

 delete [] G; delete [] x; 
   getch(); 
} 
sẽ có 

 x[0]=(2.0,0.0)   x[1]=(0.5,0.0) 
 x[2]=(-0.8,0.0)  x[3]=(-2.0,0.0). ο 
 

Ví dụ 3: Quay lại xét ví dụ 1 ban đầu là đối tượng tuyến tính cần nhận dạng 
có mô hình 
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 GM(s) =
2

21

10

1 sasa

sbb

++

+ ,  

với 

 b0 =2 , b1 =0,5 , a1 = 0,8 và a2 = 2. 

Từ dãy {G(jnΩλ)}, n=0, 1, K , 999, Ωλ  = 1,5s−1 bị lẫn nhiễu phân bố 
chuẩn ta sử dụng thuật toán lặp với các bước lặp k=1,2,3,4 chẳng hạn như 
nhờ lệnh 

for(i=0;i<7;i++) x[i]=complex(0.); 
for(k=0;k<3;k++) 
{ 
 i=itpar(G,x,1.5,999,2,1); 
 printf("k=%d\titpar()=%d\n",k,i); 
 if(i==0) 
  for(i=0;i<4;i++) 
   printf("x[%d]=(%f,%f)\n",i,real(x[i]),imag(x[i])); 
} 

sẽ thu được kết quả: 

k b0 =2 b1 =0,5 a1 = 0,8 a2 = 2 
1 0.3876989 0.121715708 0.35801470 0.174858337 
2 1.9936758 0.47759602 0.80031561 1.79909552 
3 1.9999577 0.49980766 0.80189254 1.99115383 
4 1.9999984 0.49802213 0.80144393 1.99111318 

Thuật toán lặp trên đây cũng có thể được cải biên cho đối tượng chứa 
thành phần tích phân I nhưng không có thành phần vi phân D với mô hình 
rút gọn 

 GM(s) =
a

a

b
b

n
n

n
n

sasaa

sbsb

+++

+++

  

  1

10

1

L

L . 

Trước hết ta xem quan hệ xấp xỉ 
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 GM(jnΩλ) ≈ G(jnΩλ)  ⇔ 
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như là một sai lệch tại bước lặp thứ k 

 en = 
∑

∑∑

=

−

==

ΩΩ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ΩΩ−ΩΩ−Ω

a

ba

n

i

ik
iu

n

i

ik
iu

n

i

ik
iuyu

jnanS

jnbnSjnanSnS

0

)1(

1

)(

0

)(

)()(
~

)()(
~

)()(
~

)(
~

λλ

λλλλλ

≠ 0 

rồi tìm 
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0
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1
ka , K , )(k
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từ dãy 

 { )(
~

λΩnSu }, { )(
~

λΩjnSuy }  

cũng như từ )1( −k
ia , i=0, K , na , trong đó )0(

0a =1, )0(
1a = K = )0(

ana = 0  sao cho 

 Q = ∑
=

M

n
ne

2

0

2  

đạt giá trị nhỏ nhất. Khi đó ta sẽ được 

 ( ) ( ) k
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 )1(~ −k
mnw = 

 
 
m ,n=0,1, , K , 2M và k=0,1, , K , na+nb . 

Như vậy ta sẽ có được thuật toán xác định bộ tham số tối ưu xk  từ dãy 
giá trị tín hiệu {uk}, {yk}, k=1, K , N−1 đo được trong khoảng thời gian 
quan sát [0, NTa) với thời gian trích mẫu Ta cũng như từ )1(

0
−ka , )1(

1
−ka , K , 

)1( −k
na

a , trong đó 

 )0(
0a =1, )0(

1a = K = )0(
ana = 0, 

như sau: 

1) Sử dụng hàm spec() tính )(
~

λΩnSu , )(
~

λΩnSuy . 

2) Tính C= ( ) ( )LWLW kHk )1()1( ~~ −−  và k= ( ) sWLW kHk )1()1( ~~ −− . 

3) Gọi hàm cholesky()để giải phương trình (3.77) theo xk . 

Câu hỏi ôn tập và bài tập 

1. Giả sử rằng khi kích thích tại đầu vào của đối tượng cần nhận dạng một 
tín hiệu u(t)= u01(t) người ta thu được ở đầu ra đường thực nghiệm y(t) 
có dạng một khâu dao động tắt dần (hình 3.30) với mô hình tham số 
thuộc lớp 

 G(s) =
22

2

2 qqDss

kq

++
, 0<D<1 

Gọi y∞ là giá trị giới hạn của y(t) khi t→∞ và  Ai , i = 0, 1, K là khoảng 
cách của các điểm cực trị tới đường y=y∞ . Chứng minh rằng 

 D−1 =

i

i

A

A 12

2

ln

1
+

+
π  

 
 

y∞ 

y(t) 

t 

A1 

A2 

Hình 3.30: Cho bài tập 1. 
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2. Với kết quả của bài tập 1, hãy xây dựng thuật toán nhận dạng các tham 

số k, D, q của đối tượng có mô hình (3.54) từ tọa độ các điểm cực đại 
của đường thực nghiệm y(t) thu được khi kích thích đối tượng bằng tín 
hiệu u(t)= u01(t) ở đầu vào. Cài đặt thuật toán vừa xây dựng thành 
chương trình viết trên C. 

3. Chứng minh rằng ma trận U cho trong công thức (3.65) khi Ωλ≠0 và 
G(jnΩλ) không phải là hằng số với mọi n=0,1, K , M và M≥na+nb sẽ có 
hạng là na+nb+1. 

4. Chứng minh rằng nếu ma trận U có m hàng, n cột với m > n và các 
vector cột là độc lập tuyến tính thì UHU  sẽ không suy biến với hạng là 
n. Hãy chỉ rằng UHU  và 1)( −UU H là các ma trận xác định dương. 

5. Điều gì sẽ xảy ra khi sử dụng thuật toán nhận dạng tham số mô hình 
theo phương pháp bị động đã trình bày trong các mục 3.2.2 và 3.2.3 
(chẳng hạn như với hàm par() hay itpar()) nếu tín hiệu đầu vào có dải 
tần số rất hẹp, ví dụ tín hiệu hình sin hoặc cos. 

 
 
 
 



4 Nhận dạng tham số mô hình ARMA 

4.1 Đặt vấn đề 

4.1.1 Phát biểu bài toán nhận dạng mô hình ARMA 

Cùng với sự bùng nổ ứng dụng lớp mô hình tham số không liên tục biểu 
diễn mối quan hệ vào−ra cho một hệ tuyến tính, tham số hằng trong điều 
khiển tự động, ngành nhận dạng cũng chuyển bước từ nhận dạng mô hình 
liên tục trước đây mà trọng tâm chủ yếu là xây dựng hàm trọng lượng hoặc 
hàm đặc tính tần biên−pha dưới dạng một dãy số (phức) sang lĩnh vực nhận 
dạng mô hình rời rạc. 

Nội dung chính của chương này là trình bày những phương pháp nhận 

dạng tham số K, a =
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ana

a

M
1

, b =
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

bnb

b

M
1

 cho mô hình rời rạc ARMA 

(Autoregressive moving average) 

 G(z) =
)(
)(

zU
zY =

a
a

b
b

n
n

n
n

zaza

zbzb
K

−−

−−

+++

+++

  1

  1
1

1

1
1

L

L ,   (

trên cơ sở quan sát, đo tín hiệu vào u(t) và ra y(t) sao cho sai lệch giữa mô 
hình và đối tượng là nhỏ nhất. Với những kiểu mô tả sai lệch khác nhau sẽ 
có các phương pháp nhận dạng khác nhau. 

Các phương pháp này được chia ra làm hai loại chính: 

− loại nhận dạng active (chủ động). Tín hiệu đầu vào u(t) được chọn là tín 
hiệu ồn trắng có giá trị mật độ phổ bằng 1, tức là 

 mu = 0  và   Su(ω) =1.      (
− và loại nhận dạng passive (bị động). 

Đặc biệt, khi nb= 0 mô hình (4.1) trở thành 

 G(z) =
a

a
n

n zaza

K
−− +++   1 1

1 L
    (4.3) 

và được gọi là mô hình AR (Autoregressive) của đối tượng. 
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Ngược lại khi na= 0 thì mô hình (4.1) trở thành 
 G(z)= )  1( 1

1
b

b
n

n zbzbK −− +++ K     (4.4) 

có tên gọi là mô hình MA (Moving average). 

Chuyển (4.1) sang miền thời gian, sẽ có được mô hình tương đương dạng 
phương trình sai phân sau: 

 ∑
=

−+
an

k
knkn yay

1
= ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ ∑

=
−

bn

k
knkn ubuK

1
   (4.5) 

Hoàn toàn tương tự, dạng thời gian của mô hình AR là 

 ∑
=

−+
an

k
knkn yay

1
=Kun     (4.6) 

và của mô hình MA là 

 yn = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ ∑

=
−

bn

k
knkn ubuK

1
     (4.7) 

4.1.2 Chuyển thành bài toán tương đương có hệ số khuếch đại của mô 
hình bằng 1 

Để đơn giản, ta chuyển bài toán vừa nêu về dạng mô hình có hệ số 
khuếch đại bằng 1 (hình 4.1), bằng cách tách G(z) thành hai khâu K và 

)(
~

zG mắc nối tiếp. Khâu )(
~

zG  khi đó sẽ  có hàm truyền đạt  

 )(
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1

1
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L ,   (4.8) 

Tín hiệu đầu vào qua khâu khuếch đại K cũng là tín hiệu ngẫu nhiên egodic 
có giá trị trung bình bằng 0 và giá trị mật độ phổ bằng K. Với sự biến đổi 
mà ở đó hệ số khuếch đại của mô hình được chuyển thành giá trị mật độ phổ 
của tín hiệu đầu vào, ta có dạng tương đương của bài toán chuẩn cho việc 
nhận dạng chủ động tham số mô hình ARMA. Bài toán tương đương này 
phát biểu như sau: Trên cơ sở quan sát, đo tín hiệu ra y(t), được dãy {yk}, 
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hãy xác định các vector tham số a =
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của mô hình )(
~

zG  và giá 

trị mật độ phổ K của tín hiệu đầu vào u(t) sao cho sai lệch giữa mô hình và 
đối tượng là nhỏ nhất, trong đó 
 mu = 0   và   Su(ω) =K.      (

Tương ứng, mô hình )(
~

zG trong miền thời gian có dạng 
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k
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    (4.10) 

Hoàn toàn tương tự, dạng thời gian của mô hình AR tương đương là 
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= un      (

và của mô hình MA tương đương là 

 yn = ∑
=

−+
bn

k
knkn ubu

1
      (

4.2 Nhận dạng chủ động tham số mô hình AR 

Nhiệm vụ của bài toán nhận dạng chủ động là khi đối tượng được kích 
thích chủ động bằng tín hiệu ồn trắng u(t) thỏa mãn (4.9), hãy xác định các 
vector tham số a, K của mô hình (4.11) từ dãy giá trị {yk}, k=0,1, K , N−1 
đo được của tín hiệu ra sao cho sai lệch giữa mô hình và đối tượng là nhỏ 
nhất. 

4.2.1 Phương pháp Yule−Walker 

Trước hết, ta nhân cả hai vế của mô hình (4.11) với yn−m về phía trái 

 ∑
=

−−− +
an

k
knmnknmn yyayy

1
= nmn uy −  

sau đó lập giá trị trung bình theo công thức (1.30) và (1.33) cho cả hai vế, sẽ 
có 
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k
aykay TkmramTr
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))(()( = )( ayu mTr  

Nếu gọi gm =g(mTa) là giá trị hàm hàm trọng lượng của mô hình AR 
(4.11) tại các điểm trích mẫu mTa , m=−∞, K , ∞ thì do đối tượng có hệ số 
khuếch đại bằng 1 nên 

 gm =
⎩
⎨
⎧

<
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0   khi    0
0   khi    1

m

m  

Ngoài ra, theo giả thiết (4.9) còn có 

 )( au mTr =
⎩
⎨
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≠
=
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bởi vậy từ điều hiển nhiên 
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ta được 
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Suy ra 
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. (4.13) 

Viết lại (4.13) lần lượt cho m=0,1, K ,na dưới dạng ma trận ta đi đến 
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 (4.14) 

Đây là phương trình xác định vector tham số a, K từ việc đo tín hiệu ra 
y(t) và có tên gọi là phương trình Yule−Walker. 



 

 155

4.2.2 Sai số dự báo tuyến tính của phương pháp Yule−Walker  

Ưu điểm cơ bản của phương pháp Yule−Walker là với tham số mô hình 
a, K đã xác định được, giá trị trung bình của bình phương sai lệch dự báo 
tuyến tính nhỏ nhất. Ưu điểm này đã được Burg sử dụng để xây dựng pháp 
truy hồi rất có ý nghĩa trong ứng dụng thực tế và sẽ được trình bày sau trong 
mục 4.2.4. 

Hình 4.2 minh họa khái niệm dự báo tuyến tính. Giả sử qua việc quan sát 
tín hiệu ta đã có y(t) trong khoảng quan sát [T1 , T2] . Những phương pháp dự 
báo cho ra kết quả xấp xỉ của y(t) khi t>T2 được gọi là phương pháp dự báo 
vượt trước hay dự báo tiến. Ngược lại, phương pháp cho ra kết quả gần 
đúng y(t) khi t<T1 được gọi là dự báo lùi. 

Những phương pháp dự báo có dạng tổ hợp tuyến tính từ các giá trị tín 
hiệu quan sát được thì được gọi là dự báo tuyến tính. Các công thức dự báo 
tuyến tính tương ứng với mô hình AR gồm: 

1) dự báo tuyến tính tiến: 

 ∑
=

−−=
an

k
knk

f
n yay

1
      (4.15) 

cho phép xác định f
ny  được xem như là giá trị gần đúng của yn từ na các 

giá trị đã có trước đó 
annn yy −− ,  ,1 K . Số mũ f trong f

ny  không có ý nghĩa 

lũy thừa mà đơn giản chỉ là ký hiệu nói rằng giá trị xấp xỉ đó được xác 
định theo phương pháp dự báo tuyến tính tiến mà đôi khi trong một vài 
tài liệu khác nhau còn gọi là phương pháp dự báo tuyến tính vượt trước 
(forward). 

2) dự báo tuyến tính lùi:  

 ∑
=

+−=
an

k
knk

b
n yay

1
      (4.16) 

cho phép xác định b
ny  được xem như là giá trị xấp xỉ của yn từ na các giá 

trị đã có sau đó 
annn yy ++ ,  ,1 K . Số mũ b trong b

ny  là ký hiệu chỉ rằng giá trị 

xấp xỉ được tính theo phương pháp dự báo tuyến tính lùi (backward). 
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Định lý 4.1: Với các tham số a, K của mô hình AR xác định theo thuật toán 
Yule−Walker, phương pháp dự báo tuyến tính tiến (4.15) là phương 
pháp có giá trị trung bình bình phương các sai lệch nhỏ nhất. 

Chứng minh: 
Trước hết lập sai lệch f

ne = f
nn yy − . Vậy giá trị trung bình của bình phương 

sai lệch này sẽ là 
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đẳng thức trên viết được thành 

     M[| f
ne |2]  = aHaraarr

an
TTT

y 1)0( −+++  
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aaaa nn

T
nn

T
y 1

1
11

1
1)0( −

−
−−

−
− +++−  

Riêng biểu thức thứ 3 chứa vector tham số a phải tìm. Bởi vậy khi a làm 
cho biểu thức này có giá trị nhỏ nhất, nó cũng sẽ làm cho M[|ef|2] có giá trị 
nhỏ nhất. Nhưng ma trận 1−anH xác định không âm, nên biểu thức thứ 3 sẽ 

có giá trị nhỏ nhất khi 
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So sánh với (4.14) ta thấy ngay được là nghiệm của (4.14) thỏa mãn (4.17)  
vì 
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và đó là điều phải chứng minh.     ο

Một cách hoàn toàn tượng tự, ta cũng sẽ chỉ ra được: 

Định lý 4.2: Với các tham số a, K của mô hình AR xác định theo thuật toán 
Yule−Walker, phương pháp dự báo tuyến tính lùi (4.16) là phương pháp 
có giá trị trung bình bình phương các sai lệch nhỏ nhất. 

Trên đây là hai định lý khẳng định hai ưu điểm trong kỹ thuật dự báo 
tuyến tính của các hệ số a1, a2, K , 

ana và K của mô hình AR (4.3) được xác 

định theo phương pháp Yule−Walker. Hai ưu điểm này đã được Burg sử 
dụng để xây dựng thuật toán truy hồi giải phương trình (4.14) sẽ giới thiệu 
sau ở mục 4.2.4. Bên cạnh hai ưu điểm vừa nêu, nghiệm của phương trình 
Yule−Walker còn có một ưu điểm thứ ba rất lý thú cho việc đánh giá lượng 
thông tin nguồn phát. Vì ưu điểm này không liên quan đến công việc chính 
của chúng ta là nhận dạng đối tượng điều khiển nên ở đây nó chỉ được giới 
thiệu dưới dạng một hệ quả không có chứng minh để tham khảo thêm. 

 

Hệ quả 4.1: Trong lớp tất cả các mật độ phổ tín hiệu có dạng 

  Sy(ω) =
∑
=

−+
a

a
n

k

kTj
kea

K

1
1 ω

 

thu được từ dãy các giá trị tín hiệu {yk} thì mật độ phổ có các hệ số a1 , 
a2 , K , 

ana , K xác định theo Yule−Walker sẽ có lượng thông tin 

(entropie) nhiều nhất về nguồn phát tín hiệu ngẫu nhiên y(t). Nói cách 
khác với các hệ số đó sẽ có 

  H1 = ∫
∞

∞−

ωω dSy )(ln  → max! 
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4.2.3 Giải phương trình Yule−Walker nhờ thuật toán Levinson  

 Ma trận 
anH của (4.14) có những tính chất rất đặc biệt, đó là: 

a) 
anH  là ma trận Toeplitz, tức là các phần tử tại hàng thứ i, cột j được 

xác định từ hiệu i−j và do đó người ta có thể xây dựng lại được toàn 
bộ ma trận chỉ từ các phần tử của hàng đầu tiên và cột đầu tiên. 

b) 
anH đối xứng qua đường chéo chính, tức là 

aa n
T
n HH = . Kết hợp với 

anH là ma trận Toeplitz, người ta chỉ cần các phần tử của hàng đầu 

tiên là đủ để có được toàn bộ ma trận. 
c) 

anH là ma trận xác định không âm. Điều này có thể suy ra từ tính chất 

(1.31) của hàm tự tương quan theo phương pháp quy nạp. 

Tính chất b) và c) là điều kiện để áp dụng được thuật toán Cholesky và 
do đó ta có thể sử dụng được ngay hàm cholesky() đã giới thiệu ở chương 2 
(mục 3.2.1) để giải phương trình 4.14 dưới dạng 
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Tuy nhiên cùng với tính chất a) việc cài đặt thuật toán giải phương trình 
(4.14) sẽ đơn giản hơn nhiều. Một thuật toán chuẩn để giải (4.14) theo 
phương pháp truy hồi thuộc về Levinson. 

Thuật toán Levinson không giải trực tiếp phương trình Yule−Walker 
(4.14) bậc na để có các tham số a1 , a2 , K , 

ana và K mà lần lượt giải (4.14) 

với những bậc i thấp hơn, bắt đầu với i=1, sau đó cho i tăng dần đến  na . Để 
tiện trong trình bày ta sẽ ký hiệu phương trình (4.14) cho bậc i có để ý đến 
tính đối xứng T

iH = Hi  như sau: 
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 (4.19) 

nói cách khác, các tham số nay sẽ được ký hiệu bằng a1[i], a2[i], ... , ai[i], Ki 
để nhấn mạnh rằng chúng thuộc về phương trình Yule−Walker bậc i. Vấn đề 
đặt ra cho bài toán xây dựng thuật toán truy hồi là xác định i+1 tham số 
a1[i], a2[i], ... , ai[i], Ki của (4.19) từ i các tham số a1[i−1], a2[i−1], ... , 
ai−1[i−1], Ki−1 của phương trình Yule−Walker bậc i−1 được giả thiết là đã 
biết: 
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 (4.20) 

Trước hết ta chứng minh định lý sau: 

Định lý 4.3: Nếu a[i]=
[ ]
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 và Ki là nghiệm của (4.19) thì chúng cũng sẽ 

thỏa mãn 
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Chứng minh: 

Nhân cả hai vế của (4.19) với ma trận J=
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Nếu để ý tiếp rằng 
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và J, Hi là hai ma trận đối xứng, tức là tích của chúng cũng là một ma trận 
đối xứng 

 JHi = (JHi)T = Hi J  

ta sẽ được 
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Bây giờ ta sẽ xác định quan hệ truy hồi giữa các tham số của (4.19) và 
(4.20). 

Định lý 4.4: Giữa vector các tham số a[i]=
[ ]
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, Ki của  (4.19) và 

a[i−1]=
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M , Ki−1 của (4.20) có quan hệ truy hồi 

a) ak[i] = ak[i−1]+ ai[i] ai−k[i−1] với     k =1, 2, K , i−1 (4.22a) 

b) Ki =  Ki− 1 [ ]( )21 iai−      (4.22b) 

Chứng minh: 
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trong đó chỉ số r (reflection) của vector rr[i] nói rằng thứ tự các phần tử của 
nó được đảo lại so với r[i], thì từ phương trình (4.17) cho trường hợp 
na=i+1 ta có: 

 r[i] + Hi a[i] = 0i 

Ký hiệu tiếp 
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đẳng thức trên sẽ trở thành 
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⇒ [ ] [ ] [ ] [ ] 11 0~1 −− =++− iiri iairiaHir     (4.23) 

Mặt khác, khi na = i, công thức (4.17) có dạng 

 [ ] [ ] 11 011 −− =−+− ii iaHir .     (4.24) 

Bởi vậy khi trừ (4.23) và (4.24) theo từng vế ta sẽ được 
 [ ] [ ]( ) [ ] [ ]iairiaiaH iri −=−−− 1~
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11~     (4.25) 

Ngoài ra, do Hi-1 là ma trận đối xứng nên có JHi-1= Hi−1J, trong đó J là ma 
trận reflection 
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bởi vậy sau khi nhân cả hai vế của (4.24) với J sẽ được 
 [ ] [ ] 11 011 −− =−+− ii iaJHirJ  

Vector gồm có i phần tử 0. 
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⇔ [ ] [ ] 11 011 −− =−+− iir iaJHir  

⇔ [ ] [ ] 11 011 −− =−+− irir iaHir  

nói cách khác đẳng thức (4.24) sẽ không đổi khi thay a[i−1] bởi ar[i−1] và 
thay r[i−1] bằng rr[i−1]. Suy ra 

 [ ] [ ]11
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Thế (4.26) vào (4.25) ta đi đến 
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và đó chính là công thức (4.22a) phải chứng minh. 

Ta chuyển sang chứng minh (4.22b). Từ (4.27) và (4.19) được 
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 (4.28) 

Do số hạng thứ nhất ở vế phải có thể biến đổi thành 
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nên đẳng thức (4.28) có dạng 

 
[ ] [ ]

[ ] [ ]iaiaH

ia
ir

K
K

iri

T
r

i

i

i

i

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

1
1

0

1
1

0
0 1

1

  (4.29) 

Tương tự, ta làm với số hạng thứ hai trong tổng vế phải của (4.29) sẽ có 
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Mặt khác, theo định lý 4.3 thì từ (4.20) ta cũng có điều tương đương 
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Do đó (4.30) trở thành 
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Thay (4.31) vào (4.29) ta đi đến 
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và từ đây suy ra 
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Thay (4.33) vào (4.32) ta có được điều phải chứng minh thứ hai (4.22b): 

 [ ]( )211 iaKKK iiii −− −=      ο 

Như vậy, định lý 4.4 với hai công thức (4.22a), (4.22b) đã cung cấp cho 
ta khả năng xác định truy hồi các tham số a1[i], a2[i], ... , ai−1[i] và Ki của 
(4.19) từ các tham số a1[i−1], a2[i−1], ... , ai−1[i−1], Ki−1  của (4.20) với giả 
thiết rằng đã biết ai[i]  của (4.19). Nói cách khác vấn đề còn lại phải giải 
quyết là đi tìm ai[ i] .  

Để tìm ai[ i]  từ các tham số a1[i−1], a2[i−1], ... , ai−1[i−1], Ki−1 của 
(4.20), trước hết  ta viết lại (4.22a) như sau: 
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sau đó thay vào (4.19) sẽ được 
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nên (4.34) có thể viết được thành 
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 (4.35) 

Mặt khác từ (4.20) có 
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và với định lý 4.3 cho trường hợp i−1 thay vào vị trí của i, đẳng thức (4.35) 
được biến đổi thành 
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So sánh riêng phần tử cuối cùng của hai vế ta được 

 0 = ∑
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−−+
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1
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k
kayay iaTkiriTr + ai[ i]Ki− 1  

⇔ ai[i]=−
1
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kayay
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và đó chính là công thức cho phép xác định ai[i]  từ các tham số a1[i−1], 
a2[i−1], ... , ai−1[i−1], Ki−1 đã biết. 

Trong trường hợp i=0 thì từ (4.19) có ngay được K0 = ry(0). 

Ta đi đến thuật toán Levinson để giải phương trình Yule−Walker (4.14) 
như sau: 

1) Gán K0 = ry(0). 
2) Thực hiện các bước sau cho i=1, 2, ... , na . 

a) Tính ai[i]  theo (4.36). 
b) Tính a1[i], a2[i], ... , ai−1[i] và  Ki theo (4.22a) và (4.22b). 

Thuật toán trên đã được cài đặt thành hàm Levinson() viết trên ngôn ngữ 
C cho dưới đây để tham khảo. Hàm có hai biến hình thức là  
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− con trỏ r chỉ đầu mảng r[] chứa dãy các giá trị hàm tương quan theo 
thứ tự 

 r[0]= ry(0), r[1]= ry(Ta), K , r[i]= ry(iTa), K  

− biến nguyên na chứa kích thước của mảng, tức là na+1 (bậc của 
phương trình). 

Các giá trị a1[na], a2[na], ... , ][ an na
a

 và 
anK tính được sẽ được hàm đưa ra 

ngoài thông qua mảng a[] theo thứ tự 
 a[0]= 

anK , a[1]= a1[na], K , a[na]= ][ an na
a

. 

Như vậy mảng a[] ít nhất phải có na+1 phần tử. Hàm trả về giá trị nguyên 0 
thông báo phương trình (4.14) giải được, tức là ma trận 

anH không suy biến, 

hoặc 1 khi (4.14) không giải được. 

int levinson(double *r,int na,double *a) 
{ 
 int i,k,j,ik,p=0; 
 double sum,save; 
 a[0]=r[0]; 
 for (i=1;i<=na;i++) 
 { 
  sum=0; 
  for (k=1;k<i;k++) sum=sum+r[i-k]*a[k]; 
  if (a[0]!=0.) a[i]=-(r[i]+sum)/a[0]; 
   else {p=1; break;} 
  j=i/2; 
  for (k=1;k<=j;k++) 
  { 
   ik=i-k; save=a[k]; 
   a[k]=save+a[i]*a[ik]; 
   if (k!=ik) a[ik]=a[ik]+a[i]*save; 
  } 
  a[0]=a[0]*(1.-a[i]*a[i]); 
 } 
 return(p); 
} 
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Ví dụ: Gọi hàm trên bằng lệnh 

 k=levinson(r,na,a); 

với các giá trị đầu vào  na=2, r[0]=2, r[1]=1, r[2]=3, ta sẽ nhận được 

 k= 0,  a[0]= −2,6667, a[1]= 0,3333  và a[2]= −1,6667. 

Thử lại ta thấy đó là kết quả đúng: 
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Dựa vào chương trình Levinson() thuật toán xác định các tham số a, K 
theo phương pháp Yule−Walker có dạng: 

1) Xác định giá trị hàm tự tương quan ry(mTa), m=0,1, K , na bằng hàm 
cor() đã được trình bày trong chương 2, từ dãy giá trị {yk} đo được của 
tín hiệu ra. 

2) Gọi hàm Levinson() để tính a, K từ ry(mTa), m=0,1, K , na. 

Thuật toán trên đã được cài đặt thành hàm Yule_Walker() viết trên C 
cho sau đây để tham khảo. Hàm Yule_Walker() có 5 biến hình thức, bao 
gồm: 

a) Con trỏ y chỉ đầu mảng y[] chứa các giá trị  yk , k=0,1, K , N−1. 
b) Số nguyên N chứa độ dài dãy {yk}, tức là chứa chỉ số N. 
c) Số nguyên na chứa bậc mô hình AR. 
d) Số nguyên bias xác định giá trị hàm tương quan sẽ được tính theo 

công thức bias (bias=1) hay unbias (bias≠1). 
e) Con trỏ a chỉ đầu mảng a[] chứa kết quả theo thứ tự: 

 a[0]= 
anK , a[1]= a1[na], K , a[na]= ][ an na

a
. 

Hàm trả về giá trị báo lỗi bằng 0 nếu M<N hoặc ma trận 
anH không suy 

biến. Hàm sẽ trả về giá trị 1 khi có lỗi. Hàm không làm thay đổi nội dung 
của y[]. 
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int Yule_Walker(double *y,int N,int na,int bias,double *a) 
{ 
 int k; 
 double *r; 
 r=new double[na+1]; 
 if((k=cor(y,y,N,na,bias,r))==0) 
  k=levinson(r,na,a); 
 delete [] r; 
 return(k); 
} 

4.2.4 Phương pháp dự báo điều hòa và thuật toán Burg 

Thuật toán giải trực tiếp phương trình Yule−Walker (4.14) dựa vào 
chương trình con Levinson() đã trình bày trong mục 4.2.3 cần phải có một 
bước trung gian là nhận dạng các giá trị hàm tương quan ry(mTa), m=0,1, 
K , na để có được ma trận 

anH và điều này làm cho trong kết quả thu được 

có lẫn thêm sai số tính toán không cần thiết. 

Nhằm tránh các sai số thừa đó, Burg đã dựa vào kết quả của hai định lý 
4.1 và 4.2 về sai số dự báo tuyến tính xây dựng lên một thuật toán truy hồi 
cho phép xác định những tham số a1 , a2 , K , 

ana và K của mô hình AR trực 

tiếp từ các giá trị tín hiệu đo được mà không cần thông qua hàm tương quan. 
Tương tự như thuật toán Levinson, thuật toán Burg cũng tính truy hồi các 
tham số a1[i], a2[i], ... , ai−1[i] và Ki của (4.19) từ các tham số a1[i−1], 
a2[i−1], ... , ai−1[i−1], Ki−1 của (4.20) theo các công thức (4.22a) và (4.22b) 
vì hai công thức truy hồi này không sử dụng giá trị hàm tương quan ry(kTa). 
Điểm khác cơ bản so với Levinson là Burg không tính ai[ i]  theo công thức 
(4.36) mà dựa theo tính chất về sai số dự báo tuyến tính của phương pháp 
Yule−Walker. 

Để tìm ai[ i]  Burg đã dựa vào hai định lý 4.1, 4.2 phát biểu rằng với bộ 
tham số a1[i], a2[i], ... , ai[i] và Ki và xác định được theo thuật toán 
Yule−Walker, giá trị trung bình của bình phương sai lệch dự báo tuyến tính 
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 [ ]ie f
n = [ ]iyy f

nn −       (4.37a) 

 [ ]ieb
n = [ ]iyy b

inin −− −       (4.37b) 

là nhỏ nhất. Ký kiệu i trong ngoặc vuông của [ ]ie f
n , [ ]ieb

n  chỉ rằng sai lệch đó 

là ứng với mô hình bậc i. Những giá trị ngoại suy tiến [ ]iy f
n  và lùi [ ]iy f

n  tính 
theo công thức (4.15), (4.16) cho mô hình bậc i có dạng như sau: 

 [ ] [ ]∑
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−−=
i

k
knk

f
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1
     (4.38) 

 [ ] [ ]∑
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+−=
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k
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b
n yiaiy
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     (4.39) 

Nếu giá trị trung bình của bình phương sai lệch [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ 2
ieM f

n  và [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ 2
ieM b

n  là 

nhỏ nhất thì đương nhiên tổng 

 Q = [ ] [ ]( )∑
−

=
+

1
22 

N

in

b
n

f
n ieie      (4.40) 

cũng nhỏ nhất. Nhưng trước khi đi tìm điều kiện cho ai[i]  để Q nhận giá trị 
cực tiểu, ta sẽ tìm mối quan hệ truy hồi giữa [ ]ie f

n , [ ]ieb
n  và [ ]1−ie f

n , [ ]1−ieb
n . 

Định lý 4.5: Giữa [ ]ie f
n , [ ]ieb

n  và [ ]1−ie f
n , [ ]1−ieb

n  có quan hệ truy hồi 
a) [ ]ie f

n = [ ] [ ] [ ]11 1 −+− − ieiaie b
ni

f
n     (4.41) 

b) [ ]ieb
n = [ ] [ ] [ ]111 −+−− ieiaie f

ni
b
n     (4.42) 

Chứng minh: 
Từ định nghĩa về sai số dự báo tuyến tính lùi (4.37b) và giá trị được dự báo 
(4.39) có 

   [ ]11 −− ieb
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k
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Mặt khác, với (4.37a) và (4.38) cho công thức dự báo tiến thì 
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   = [ ] [ ] [ ]( )∑
−

=
−− ⋅−−+

1

1
1

i

k
knkkini yiaiayia  (4.44) 

Thay hiệu ak[i] − ak[i−1] từ  (4.22a) vào (4.44) được 
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So sánh (4.43) với (4.45) ta có điều phải chứng minh (4.41) 

 [ ] [ ]1−− ieie f
n

f
n = [ ] [ ]11 −⋅ − ieia b

ni . 

Công thức (4.42) được chứng minh một cách hoàn toàn tương tự.  ο 

Quay lại công việc chính là xác định ai[i] để Q có giá trị nhỏ nhất. Với 
định lý 4.5, phiếm hàm Q định nghĩa theo công thức (4.40) trở thành 

 Q = [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ][ ]∑
−

=
−− −−++−+

1

1
2

1
22 11411 

N

in

b
n

f
ni

b
n

f
ni ieieiaieieia , 

hơn nữa, do Q là hàm xác định dương nên để Q cực tiểu thì cần và đủ là 
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   (4.46) 

Như vậy với (4.22a), (4.22b), (4.41), (4.42) và (4.46) ta đã có đầy đủ các 
công thức truy hồi để xác định a1[i], a2[i], ... , ai[i] và Ki ứng với mô hình 
bậc i từ các tham số a1[i−1], a2[i−1], ... , ai−1[i−1], Ki−1  của mô hình bậc 
i−1. Song để xây dựng thành thuật toán hoàn chỉnh còn cần phải có những 
giá trị khởi phát [ ]0f

ne , [ ]0b
ne  và K0. 

Khi i=0 thì với (4.38), (4.39) có f
ny = b

ny =0 và yn=K0 un , do đó 

 [ ]0f
ne = [ ]0b

ne = yn  , n=0,1, K , N−1   (4.47a) 

và 
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 K0 = ry(0) = ∑
−

=

1

0

21 N

k
ky

N
.     (4.47b) 

Cuối cùng, ta đi đến thuật toán truy hồi như sau: 

1) Xác định [ ]0f
ne , [ ]0b

ne  và K0 từ {yn}, n=0,1, K , N−1 theo (4.47). 

2) Thực hiện các bước sau lần lượt với i=1, 2, K , an : 

a) Tính [ ]iai  từ [ ]1−ie f
n , [ ]11 −− ieb

n  theo (4.46). 

b) Tính [ ]iak  và Ki  , k=0,1, K , i theo (4.22a), (4.22b). 

c) Tính [ ]ie f
n , [ ]ieb

n , n=0,1, K , N−1 theo (4.41), (4.42). 

Thuật toán trên đã được cài đặt thành hàm Burg() viết trên ngôn ngữ lập 
trình C cho dưới đây để tham khảo. Hàm này có các biến hình thức sau: 

a) Con trỏ y chỉ đầu mảng y[] chứa các giá trị yk , k=0,1, K , N−1. 
b) Số nguyên N chứa độ dài dãy {yk}, tức là chứa chỉ số N. 
c) Số nguyên na chứa bậc mô hình AR. 
d) Con trỏ a chỉ đầu mảng a[] chứa kết quả theo thứ tự: 

 a[0]= 
anK , a[1]= a1[na], K , a[na]= ][ an na

a
. 

Hàm trả về giá trị báo lỗi bằng 1 nếu không tính được ai[i] theo (4.46) vì 
mẫu số bằng 0 hoặc trả về giá trị 0 khi không có lỗi. 

Hàm Burg() không làm thay đổi nội dung của mảng y[]. 

int Burg(double *y,int N,int na,double *a) 
{ int i,k,j,ik; 
 double *ef,*eb,sum1=0.,sum2; 
 ef=new double[N]; 
 eb=new double[N]; 
 for(i=0;i<N;i++) 
 { ef[i]=eb[i]=y[i]; 
  sum1=sum1+y[i]*y[i]; 
 } 
 a[0]=sum1/(double)N; 
 for (i=1;i<=na;i++) 
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 { sum1=sum2=0.; 
  for (k=i;k<N;k++) 
  { j=k-1; 
   sum1=sum1+ef[k]*eb[j]; 
   sum2=sum2+ef[k]*ef[k]+eb[j]*eb[j]; 
  } 
  if(sum2!=0.) a[i]=-2.*sum1/sum2; else return(1); 
  j=i/2; 
  for (k=1;k<=j;k++) 
  { ik=i-k; 
   sum1=a[k]; 
   a[k]=sum1+a[i]*a[ik]; 
   if (k!=ik) a[ik]=a[ik]+a[i]*sum1; 
  } 
  a[0]=a[0]*(1.-a[i]*a[i]); 
  for (k=N-1;(k>i)&&(i!=na);k--) 
  { j=k-1; 
   sum1=ef[k]; 
   ef[k]=sum1+a[i]*eb[j]; 
   eb[k]=eb[j]+a[i]*sum1; 
  } 
 } 
 delete [] ef; delete [] eb; 
 return(0); 
} 

4.2.5 Kết luận 

Mục 4.2.2, cụ thể là hai định lý 4.1 và 4.2, đã chỉ rằng bộ tham số a1 , a2 , 
K , 

ana của mô hình AR làm cho phiếm hàm mô tả trung bình bình phương 

sai lệch dự báo tuyến tính: 

 Qf =M[| f
ne |2] = ⎥
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⎤
⎢
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nn yyM  → min!, 

và Qb =M[| b
ne |2] = ⎥
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⎤
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⎡
−

2b
nn yyM  → min!, 

đạt giá trị nhỏ nhất chính là nghiệm của phương trình Yule−Walker (4.14). 
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Tuy nhiên điều khẳng định đó chỉ đúng nếu như tất cả các giá trị hàm 
tương quan ry(mTa), m=0,1, K , na thu được là phải hoàn toàn chính xác, 
song điều này là không hiện thực vì bản thân chúng cũng chỉ được nhận 
dạng (xấp xỉ) từ dãy các giá trị {yk}, k=0,1, K , N−1  của tín hiệu y(t) đo 
được trong khoảng thời gian quan sát [0,T) tương đối ngắn. Chính vì điều 
này mà Burg đã đưa ra giải pháp nhận dạng a1 , a2 , K , 

ana không thông qua 

bước trung gian xác định hàm tương quan bằng cách cực tiểu hóa phiếm 
hàm sai lệch điều hòa: 

 QBurg = [ ] [ ]∑
−
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1 22
 

N

nn
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f
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được xem như một giải pháp dung hòa của hai điều kiện cực tiểu. 

Ngoài hai thuật toán trên còn có một số thuật toán khác cũng được sử 
dụng khá phổ biến để nhận dạng mô hình AR như thuật toán Morf, thuật 
toán Marple K. Những thuật toán này rất thích hợp với các bài toán có 
khoảng quan sát lớn (số lượng lớn các giá trị yk). Độc giả quan tâm có thể 
tham khảo chúng trong tài liệu [10], [11]. 

4.3 Nhận dạng chủ động tham số mô hình MA 

4.3.1 Thay mô hình MA bằng mô hình AR tương đương 
Bài toán nhận dạng chủ động tham số mô hình MA phát biểu như sau: 

khi đối tượng mô tả bởi 
 )(

~
zG = b

b
n

n zbzb −− +++   1 1
1 K     (4.48) 

được kích thích chủ động bằng tín hiệu ồn trắng u(t) thỏa mãn 

  mu = 0  và   Su(ω) =K,     (

hãy xác định các vector tham số b =
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 của mô hình (4.48) và K của tín 

hiệu vào u(t) từ dãy N giá trị đo được {yk} , k=0,1, K , N−1 của tín hiệu ra, 
sao cho sai lệch giữa mô hình và đối tượng là nhỏ nhất. 
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Phải nói rằng việc xây dựng một công thức tương tự như phương trình 
Yule−Walker để tìm b, K là có thể, song khả năng ứng dụng của nó rất thấp 
do quan hệ giữa vector tham số b và sai lệch đối tượng/mô hình có tính phi 
tuyến mạnh, sinh ra bởi đặc thù mô hình MA. Chính vì vậy ta sẽ không đi 
tiếp vào hướng giải quyết đó mà tìm cách sử dụng lại những thuật toán đã 
biết của nhận dạng chủ động mô hình AR phục vụ việc nhận dạng tham số 
mô hình MA. ý tưởng này có được trên cơ sở nguyên lý đối ngẫu Markov 
phát biểu như sau: 

Định lý 4.6: Với mỗi một mô hình MA (4.48) bao giờ cũng tồn tại một mô 
hình AR tương đương bậc vô hạn. Nói cách khác bao giờ cũng tồn tại 
dãy vô hạn các tham số c1 , c2 , K   sao cho 

 
∑

∑ ∞

=

−=

−

+
=+

1

1 1

1
1

n

n
n

n

n

n
n

zc
zb

b
    (4.50) 

Giữa các tham số b1 , b2 , K , 
bnb và c1 , c2 , K   có quan hệ truy hồi 
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1

0
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b
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n

i
ininn cbc , trong đó n≥1   (4.51) 

Ta sẽ bỏ qua việc chứng minh định lý trên và công nhận chúng như điều 
hiển nhiên. Những bạn đọc quan tâm có thể tìm thấy phần chứng minh trong 
các tài liệu [10] hoặc [12]. 

Dựa theo định lý 4.6 thì việc nhận dạng tham số mô hình MA sẽ được 
thay thế bằng các thuật toán nhận dạng tham số mô hình AR đã biết, tức là 
nhận dạng các tham số c1 , c2 , K . Sau đó tính ngược b1 , b2 , K ,

bnb từ c1 , c2 

, K theo (4.51). Phương hướng giải quyết rất rõ ràng như vậy, song để thực 
hiện nó ta sẽ gặp các khó khăn gì?.  

Trước mắt có thể thấy ngay được hai khó khăn cơ bản sau: 
− Mô hình AR tương đương có bậc vô hạn, tức là phải xác định vô hạn 

các tham số c1 , c2 , K. 
− Việc tính ngược b1 , b2 , K ,

bnb từ c1 , c2 , K  theo (4.51) đồng nghĩa với 
việc tìm nghiệm của hệ phương trình có số các phương trình (n=1,2, 
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K) nhiều hơn số ẩn số b1 , b2 , K ,
bnb nên ta thường gặp phải trường 

hợp hệ vô nghiệm. 
Để loại bỏ khó khăn thứ nhất, ta sẽ thay mô hình AR bậc vô hạn bằng 

một mô hình AR bậc hữu hạn s  và cùng với nó (4.50) được sửa đổi thành 
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và do đó phải chấp nhận một sai số sinh ra bởi sự thay thế này. Cùng với sự 
thay thế đó, dãy vô hạn c1, c2 , K  trở thành dãy hữu hạn c1, c2 , K , cs . Tất 
nhiên bậc s  càng lớn, sai số đó sẽ càng nhỏ.  

Để tránh được khó khăn thứ hai ta có hai cách: 

1) Chọn s= bn2 . Khi đó với n=1,2, K , bn  sẽ có được từ (4.51) đúng bn  
phương trình cho bn ẩn b1 , b2 , K ,

bnb . 

2) Chọn s> bn2 . Vậy thì không thể sử dụng (4.51) để xác định b1 , b2 , K 
,

bnb từ c1, c2 , K, cs . Ta sẽ tính trực tiếp b1 , b2 , K ,
bnb nhờ (4.52), trong 

đó tham số ck  được xem như bằng 0 khi k>s . 

4.3.2 Thuật toán nhận dạng cho trường hợp s=2nb 

Sau khi thay mô hình MA (4.48) bởi một mô hình AR tương đương theo 
công thức (4.52) và đã xác định được các tham số c1, c2 , K , cs của mô 
hình AR tương đương đó cũng như giá trị mật độ phổ K của u(t) thì việc 
cuối cùng phải làm là tính bộ tham số b1 , b2 , K ,

bnb của mô hình MA từ các 

giá trị c1, c2 , K , cs đã tìm được.  

Với giả thiết s= bn2  ta có thể áp dụng trực tiếp công thức Markov (4.51) 
để tìm b1 , b2 , K ,

bnb từ c1, c2 , K , cs vì khi đó số các phương trình sẽ đúng 

bằng số các ẩn số.  Viết lại (4.51) lần lượt cho n=1, 2, K , bn2  được: 



 

 176

 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

++

+

b

b

b
bbb

b

b

n

n

n
nnn

n

n

c

c

b

b

ccc

ccc
ccc

2

11

221

132

21

MM

L

M

L

L

  (4.53) 

và đó chính là hệ phương trình tuyến tính cho phép xác định b1 , b2 , K 
,

bnb từ c1 , c2 , K , 
bnc2 . 

Ta đi đến thuật toán thứ nhất: 

1) Sử dụng các thuật toán nhận dạng tham số mô hình AR đã biết như thuật 
toán Levinson (mục 4.2.3) hay thuật toán truy hồi của Burg (mục 4.2.4) 
để xác định c1 , c2 , K , 

bnc2 và K từ dãy N giá trị đo được {yk}, k=1, K , 

N−1 của tín hiệu đầu ra. 

2) Giải phương trình tuyến tính (4.53) để có b1 , b2 , K ,
bnb từ c1 , c2 , K , 

bnc2 .  

Chú ý rằng trong thuật toán vừa trình bày ta phải chấp nhận sai số do giả 
thiết bậc mô hình AR tương đương là hữu hạn và bản thân thuật toán không 
làm giảm được sai số này. Riêng trường hợp khi bậc của mô hình MA là nb 
lớn thì bậc của AR tương đương là 2nb cũng sẽ lớn, nên sai số đó sẽ giảm. 

4.3.3 Thuật toán nhận dạng cho trường hợp s>2nb 

Khi s> bn2  ta không thể sử dụng công thức Markov (4.51) để xác định 

trực tiếp b1 , b2 , K ,
bnb từ c1, c2 , K , cs . Thay vào đó ta sử dụng (4.52). 

Nếu ký hiệu 

 B(z) = ∑
=

−+
bn

n

n
nzb

1
1   và C(z) = ∑

=

−+
s

zc
n

n
n

1
1  

ta sẽ thấy B(z)  chính là ảnh toán tử z của dãy giá trị {1, b1 , b2 , K ,
bnb } và 

C(z) là ảnh z của {1, c1, c2 , K , cs}. Do theo (4.52), tích của hai ảnh bằng 1 

 B(z)⋅C(z) ≈1 

nên tích chập của hai dãy giá trị trên phải là hàm dirac 
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 bn*cn ≈
⎩
⎨
⎧

≠

=

0    nÕu    0

0    nÕu    1

n

n  

Suy ra 

 cn + ∑
=

−
bn

k
knkcb

1
≈ 0 với  n≥1.    (4.54) 

Đẳng thức (4.54) chỉ thực sự đúng khi mô hình AR tương đương có bậc 
vô cùng và các tham số c1 , c2 K là chính xác. Nhưng ở đây mô hình AR lại 
có bậc hữu hạn s và các tham số c1, c2 , K , cs của nó cũng chỉ được nhận 
dạng bằng thuật toán Yule−Walker hoặc Burg, tức là các giá trị mà ta có chỉ 
là những giá trị xấp xỉ. Nói cách khác 

 cn + ∑
=

−
bn

k
knkcb

1
= en ≠0  với  n≥1 

trong đó en là sai số.  

Bởi vậy một thuật toán nào đó xác định b1 , b2 , K ,
bnb từ c1, c2 , K , cs sẽ 

được gọi là tốt nhất nếu nó mang lại giá trị trung bình của bình phương sai 
số M{en2} nhỏ nhất. Nếu như rằng trong bài toán vừa nêu ta xem 1, c1, K , 
cs như là dãy {yk} thì nó sẽ chính là bài toán dự báo tuyến tính tiến mà ta đã 
đề cập tại mục 4.2.2. Do đó, theo định lý 4.1, nghiệm b1 , b2 , K ,

bnb phải 

thỏa mãn phương trình Yule−Walker (4.14) với vai trò dãy {yk} được thay 
bằng {1, c1, c2 , K , cs }. 

Ta đi đến thuật toán thứ 2 để nhận dạng tham số mô hình MA như sau: 

1) Chọn s> bn2 . Cũng có thể chọn s ≥ bn2 . 

2) Sử dụng các chương trình nhận dạng chủ động tham số mô hình AR đã 
biết như Yule_Walker() hay Burg() để xác định c1, c2 , K , cs và K từ 
dãy N giá trị đo được {yk}, k=1, K , N−1 của tín hiệu đầu ra. 

3) Sử dụng các chương trình nhận dạng tham số mô hình AR 
Yule_Walker() hoặc Burg() một lần nữa để xác định b1 , b2 , K ,

bnb từ 

dãy giá trị 1, c1, c2 , K , cs .  
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Dưới đây là hàm MA() viết trên ngôn ngữ lập trình C mô tả việc cài đặt 
thuật toán vừa trình bày để tham khảo. Hàm này sử dụng hàm con 
Yule_Walker() cho cả hai bước của thuật toán, tức là vừa để nhận dạng 
tham số c1, c2 , K , cs của mô hình AR cũng như để xác định b1 , b2 , K 
,

bnb từ dãy giá trị {1, c1, c2 , K , cs }. 

Hàm MA() có các biến hình thức sau: 

a) Con trỏ y chỉ đầu mảng y[] chứa các giá trị  yk , k=0,1, K , N−1. 
b) Số nguyên N chứa độ dài dãy {yk}, tức là chứa chỉ số N. 
c) Số nguyên nb chứa bậc mô hình MA. 
d) Số nguyên s chứa bậc mô hình AR được thay thế tạm thời cho mô 

hình MA. 
e) Số nguyên bias xác định giá trị hàm tương quan sẽ được tính theo 

công thức bias (bias=1) hay unbias (bias≠1). 
f) Con trỏ b chỉ đầu mảng b[] chứa kết quả theo thứ tự: 

 b[0]=K , b[1]= b1 , K , b[nb]= 
bnb . 

Hàm trả về giá trị báo lỗi bằng 1 nếu Yule_Walker() có lỗi hoặc 2 khi 
giá trị đầu vào s của s và nb của nb không thỏa mãn điều kiện s≥ bn2 . 
Trường hợp không có lỗi, hàm sẽ trả về giá trị 0 và kết quả được lưu giữ 
trong mảng b[]. Hàm MA() không làm thay đổi nội dung của mảng y[]. 

int MA(double *y,int N,int nb,int s,int bias,double *b) 
{ int i; 
 if (s<2*nb) return(2); 
 double K,*c; 
 c=new double[s+1]; 
 i=Yule_Walker(y,N,s,bias,c); 
 if(i==0) 
 { K=c[0]; 
  c[0]=1.; 
  i=Yule_Walker(c,s+1,nb,bias,b); 
  b[0]=K; 
 } 
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 delete [] c; 
 return(i); 
} 

Chú ý: Trong quá trình xây dựng thuật toán thứ hai ta đã không sử dụng 
giả thiết s> bn2  nên chương trình MA() hoàn toàn vẫn sử dụng được cho cả 
trường hợp s= bn2 . Thực tế ứng dụng đã chỉ rằng ngay cả khi s= bn2  thì 
MA() cũng cho ra kết quả tốt hơn là áp dụng trực tiếp thuật toán thứ nhất để 
giải hệ phương trình (4.53). 

4.4 Nhận dạng chủ động tham số mô hình ARMA 

Việc nhận dạng trực tiếp tham số mô hình ARMA (4.10), trong đó tín 
hiệu đầu vào u(t) được giả thiết là ngẫu nhiên egodic với 

 mu  = 0   và   Su(ω) =K  

có thể nói là không khả thi vì quan hệ giữa hàm sai lệch Q của mô hình−đối 
tượng với các tham số mô hình rất phức tạp và mang tính phi tuyến mạnh. 
Tuy nhiên sau khi đã có các thuật toán nhận dạng tham số mô hình AR và 
MA, trong đó về thực chất bài toán nhận dạng MA cũng đã được chuyển về 
bài toán nhận dạng AR tương đương, thì việc nhận dạng mô hình ARMA 
cũng sẽ đơn giản hơn và có tính ứng dụng cao hơn nếu ta chuyển bài toán đó 
thành hai bài toán nhận dạng AR và MA riêng biệt. 

 

 

 

4.4.1 Nhận dạng tham số AR của mô hình ARMA 

Tương tự như đã làm ở mục 4.2, ta nhân cả hai vế của mô hình (4.10) với 
yn−k về phía trái sau đó lập giá trị trung bình cho cả hai vế, sẽ được 
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AR 

u(t) x(t) y(t) 
Hình 4.3: Chuyển bài toán nhận dạng ARMA 

thành hai bài toán AR và MA 
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Do đối tượng có hệ số khuếch đại bằng 1 nên nếu gọi gk =g(kTa) là giá trị 
hàm hàm trọng lượng của mô hình ARMA thì theo giả thiết (4.9) có 

 gk =
⎩
⎨
⎧

<
=

0   khi    0
0   khi    1

k
k   và  ru(kTa) =

⎩
⎨
⎧

≠
=
0   khi   0
0   khi   

k
kK  

Nhưng vì 
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Bởi vậy với k>nb sẽ được 

 ∑
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ayiay TikrakTr

1
))(()( =0.    (4.54) 

Tuy nhiên (4.54) cũng chỉ là công thức gần đúng. Lý do là các giá trị 
ry(kTa) của hàm tương quan chỉ có thể là các giá trị xấp xỉ, chúng có được 
là bởi ta đã áp dụng các thuật toán nhận dạng hàm tương quan từ dãy {yk} 
đo được của tín hiệu đầu ra (ví dụ như với hàm cor()). Nói cách khác 

 ∑
=

−+
an

i
ayiay TikrakTr

1
))(()( = ek ≠0 

Bởi vậy các tham số a1, a2 , K ,
ana cần phải được xác định sao cho giá 

trị trung bình của bình phương sai lệch M{en2} là nhỏ nhất. So sánh với 
định lý 4.1 thì ở đây a1, a2 , K ,

ana chính là nghiệm của bài toán 

Yule−Walker ứng với các giá trị  đầu vào ry[(nb+1)Ta], ry[(nb+2)Ta], L , 
ry(MTa) thay cho dãy {yk}, trong đó M là số Lag ta đã chọn khi sử dụng 
thuật toán nhận dạng hàm tương quan. 

Ta đi đến thuật toán nhận dạng tham số AR của mô hình ARMA như sau: 

1) Chọn số Lag M >> an  và sử dụng chương trình nhận dạng hàm tương 

quan cor() để xác định dãy giá trị )( ay kTr , k = 0,1, K , M. 
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2) Sử dụng các chương trình nhận dạng off−line tham số mô hình AR đã 
biết như Yule_Walker() hay Burg() để xác định a1, a2 , K ,

ana từ dãy 

các giá trị ry[(nb+1)Ta], ry[(nb+2)Ta], L , ry(MTa) của hàm tương 
quan. 

4.4.2 Nhận dạng tham số MA của mô hình ARMA 

Bước tiếp theo sau khi đã có các tham số a1, a2 , K ,
ana là áp dụng 

chương trình nhận dạng tham số mô hình MA (ví dụ như MA()) để tính các 
tham số b1 , b2 , K ,

bnb . Muốn như vậy ta cần phải có các giá trị của tín hiệu 

đầu ra x(t) của khối MA tương ứng trong mô hình ARMA (hình 4.3) và tín 
hiệu này cũng chính là tín hiệu đầu vào của khối AR nên được xác định theo 
(4.11), tức là 

 xk = ∑
=

−+
an

i
ikik yay

1
      (4.55) 

Như vậy việc tính các tham số MA của mô hình ARMA sẽ gồm hai 
bước: 

1) Xác định dãy {xk} từ {yk} và a1, a2 , K ,
ana  theo (4.55) 

2) áp dụng chương trình MA() để tính b1 , b2 , K ,
bnb với dãy đầu vào là 

{xk}. 

Nhưng do dãy {yk} có độ dài là N nên dãy {xk} cũng chỉ có thể có độ dài 
lớn nhất là N+ an ,  tức là khi k≥N+ an −1thì xk ≡ 0. Ngoài ra do tổng bên vế 

phải của (4.55) có dạng một tích chập của hai dãy giá trị {1, a1, a2 , K 
,

ana }, {yk} và ảnh Fourier của một tích chập chính là tích của hai ảnh 

Fourier nên ta có thể áp dụng dft()để tính nhanh {xk} như sau 

1) áp dụng chương trình dft() để tính ảnh A(jkΩλ) của dãy {1, a1, a2 , K 

,
ana } và Y(jkΩλ) của {yk} với Ωλ =

aT 
2

λ
π . 
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2) Tính X(jkΩλ) =A(jkΩλ)⋅Y(jkΩλ) . 

3) áp dụng chương trình invdft() để tính ngược xk từ X(jkΩλ). 

Chú ý: Tích X(jkΩλ)=A(jkΩλ)⋅Y(jkΩλ) chỉ có ý nghĩa khi {A(jkΩλ)}, 
{Y(jkΩλ)} có cùng độ dài λ, trong đó λ là số nguyên dạng lũy thừa 2 nhỏ 
nhất nhưng không nhỏ hơn N và na.  Do N > na nên trước khi sử dụng dft() 
ở bước 1 ta phải  thêm các phần tử 0 vào dãy {1, a1, a2 , K ,

ana } sao cho 

những dãy mới này có đúng N phần tử (xem thêm hàm dft() đã giới thiệu ở 
mục 2.1.7 trong chương 2). 

4.4.3 Thuật toán nhận dạng tham số mô hình ARMA 

Tổng kết hai phần trên lại ta có thuật toán chung để nhận dạng tham số 
mô hình ARMA như sau: 

1) Chọn số Lag M >>  na và sử dụng hàm cor() để nhận dạng hàm tương 
quan, tức là xác định dãy giá trị ry(kTa), k=0,1, K , M. 

2) Sử dụng các chương trình nhận dạng chủ động tham số mô hình AR đã 
biết như Yule_Walker() hay Burg() để xác định a1, a2 , K ,

ana  từ dãy 

các giá trị ry[(nb+1)Ta], ry[(nb+2)Ta], L , ry(MTa) của hàm tương 
quan. 

3) Xác định dãy {xk} từ {yk} và a1, a2 , K ,
ana  trực tiếp theo (4.55) hoặc 

có thể tính nhanh theo các bước: 

a) Lập dãy {1, a1 , K ,
ana , 0, K , 0} bằng cách thêm các giá trị 0 vào 

cuối dãy sao cho dãy mới có đúng N phần tử. 

b) Tính ảnh Fourier A(jkΩλ) của {1, a1 , K ,
ana , 0, K , 0} và ảnh 

Y(jkΩλ) của {yk} nhờ dft(). 

c)  Lập tích X(jkΩλ) =A(jkΩλ)⋅Y(jkΩλ),  k=0,1, K , λ−1. 

d) áp dụng invdft() với dãy đầu vào { )( λΩjkX } để tính ngược {xk} từ 

{X(jkΩλ)}. 
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4) áp dụng hàm MA() để tính K, b1 , b2 , K ,
bnb từ {xk}. 

Một hàm ARMA() viết trên ngôn ngữ lập trình C mô tả việc cài đặt thuật 
toán trên được cho dưới đây để tham khảo. 

Hàm ARMA() có các biến hình thức sau: 
a) Con trỏ y chỉ đầu mảng y[] chứa dãy các giá trị tín hiệu {yk}, k = 0,1, 

K , N−1 đo được. 
b) Số nguyên N chứa số các giá trị yk, tức là chứa N. 
c) Số nguyên na chứa bậc của đa thức mẫu số của mô hình, tức là na. 
d) Số nguyên nb chứa bậc của đa thức tử số của mô hình, tức là nb. 
e) Số nguyên s chứa bậc mô hình AR được thay thế tạm thời cho mô 

hình MA của mô hình ARMA cần nhận dạng. 
f) Số nguyên bias xác định giá trị hàm tương quan sẽ được tính theo 

công thức bias (bias=1) hay unbias (bias≠1). 
g) Số nguyên M chứa chỉ số Lag cần thiết cho việc nhận dạng hàm tương 

quan. 
h) Con trỏ a chỉ đầu mảng a[] có độ dài na+1 chứa kết quả theo thứ tự: 

 a[0]=1 , a[1]= a1 , K , a[na]= 
ana . 

i) Con trỏ b chỉ đầu mảng b[] có độ dài nb+1 chứa kết quả theo thứ tự: 

 b[0]=K , b[1]= b1 , K , b[nb]= 
bnb . 

Hàm ARMA() trả về giá trị báo lỗi 3 nếu M ≥ N, giá trị 4 khi không thực 
hiện được hàm Yule_Walker()và giá trị 1 hoặc 2 khi hàm MA() có lỗi. 
Trường hợp không có lỗi, hàm ARMA() sẽ trả về giá trị 0. 

Hàm ARMA() sử dụng thuật toán Yule−Walker, tức là hàm 
Yule_Walker() cho bước 2) để xác định a1, a2 , K ,

ana  với các giá trị đầu 

vào ry[(nb+1)Ta], ry[(nb+2)Ta], L , ry(MTa) thay cho dãy {yk}. 

int ARMA(double *y,int N,int na,int nb,int s,int bias,int M, 
   double *a,double *b) 
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{ int i,k,err; 
 double *x; 
 x=new double[N]; 
 err=2+cor(y,y,N,M,bias,x); 
 if(err==2) 
  err=3+Yule_Walker(x+nb+1,M-nb,na,bias,a); 
 if(err==3) 
 { a[0]=1.; 
  for(k=0;k<N;k++) 
  { x[k]=0.; 
   for(i=0;(i<=na)&&(i<=k);i++) x[k]+=a[i]*y[k-i]; 
  } 
  err=MA(x,N,nb,s,bias,b); 
 } 
 delete [] x; 
 return(err); 
} 

4.5 Nhận dạng bị động tham số mô hình ARMA 

Bây giờ ta xét bài toán tổng quát hơn cho việc nhận dạng tham số mô 
hình ARMA. Đó là bài toán nhận dạng bị động (còn gọi là passive hay 
on−line). Trong bài toán này, tín hiệu đầu vào u(t) không được giả thiết là 
đã biết trước, nó có thể là một tín hiệu bất kỳ và như vậy để nhận dạng ta 
phải đo cả tín hiệu vào u(t) lẫn tín hiệu ra y(t). 

Bài toán được phát biểu như sau: Cho đối tượng mô tả bởi mô hình rời 
rạc, được giả thiết là tuyến tính, dưới dạng phương trình vi sai phân (4.1). 
Từ các giá trị đã đo được của tín hiệu đầu vào là {uk} và của tín hiệu đầu ra 
là {yk}, k=0, K , N, hãy xác định các tham số K, a1, K , 

ana và b1, K , 
bnb  

của mô hình (4.1) sao cho sai lệch giữa mô hình và đối tượng là nhỏ nhất. 

 

 

 

 

nhiễu 

{ek}

{uk} 

Hình 4.4: Nhận dạng bị động tham 
số mô hình ARMA. 

Đối tượng 
ARMA 

B(z) A(z) 

{yk} 
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Để giải quyết bài toán vừa nêu ta có hai cách: 

− Nhận dạng các tham số K, a1, K , 
ana và b1, K , 

bnb trực tiếp từ dãy các 

giá trị đo được {uk}, {yk} sao cho tổng bình phương sai lệch mở rộng 
giữa mô hình và đối tượng là nhỏ nhất (hình 4.4). 

− Chuyển về bài toán nhận dạng chủ động và sử dụng các thuật toán nhận 
dạng chủ động tham số mô hình ARMA đã biết. 

4.5.1 Nhận dạng bị động khi các tín hiệu vào ra là tiền định 

Để đơn giản, ta chuyển mô hình (4.1) về dạng 

 G(z) =
a

a

b
b
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n
n
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zbzbb
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Như vậy thì so với (4.1), trong (4.56) có 

 ii Kbb =
~  với i= 0,1 K , bn  và  b0=1. 

Dạng tương đương của (4.54) viết trực tiếp theo quan hệ vào ra của tín 
hiệu trong miền thời gian, là 

 
bbaa nknkknknkk ubububyayay −−−− +++=+++

~
    

~~
    11011 LL  (4.57) 

Mô hình (4.57) trên chỉ có thể đúng nếu như n(t)≡0 và các giá trị đo được 
{uk}, {yk} là chính xác. Song vì không có một sự đảm bảo nào cho rằng 
điều đó thực hiện được nên trong thực tế giữa vế phải và vế trái tồn tại một 
sai số, tức là 
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Ký hiệu sai số đó là ek , thì 
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Giá trị tổng bình phương sai lệch mở rộng khi đó được viết thành: 

 Q = ∑ ∑ ∑∑
= = =
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trong đó, để có thể chỉ những giá trị  uk , yk đã đo được trong khoảng k= 0,1, 
K , N, tham gia vào thuật toán nhận dạng thì ek phải có k=na , K  , N và 
như vậy điều kiện để ứng dụng được thuật toán sẽ là N ≥ na . 

Bài toán nhận dạng bây giờ được phát biểu như sau: Trên cơ sở quan sát 
các tín hiệu vào ra, hãy xác định a1 , K ,

ana và 
bnbb

~
 ,    ,

~
0 K sao cho Q→ min. 

Viết lại (4.59) với các ký hiệu vector 
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 (4.60) 

ta sẽ được 

 Q = ( ) ( )pMypMy T −− = y
T

y  − y
T M

p − p
T M T

y + p
T M TM

p . 

Giả thiết thêm ma trận vuông S=MTM  không suy biến, vậy thì 

 Q = y
T

y − y
T M S −1MT y  + (MT y −S p )TS − 1(MT y −S p ). 

đẳng thức trên có thành phần thứ ba bên vế phải là thành phần duy nhất 
chứa vector p  phải tìm. Bởi vậy, do S  xác định dương nên Q sẽ nhận giá trị 

nhỏ nhất khi và chỉ khi 

 0 = MT y  − S p       ⇔ p  = S− 1MT y   (4.61) 

và đó chính là công thức xác định các tham số của mô hình ARMA. Ta đi 
đến thuật toán: 

1) Lập vector y  và ma trận M , S  theo (4.60) từ dãy các giá trị {uk}, {yk}, 

k=0, K , N đã đo được của tín hiệu. 
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2) Kiểm tra tính không suy biến cũng như tính xác định dương của ma trận 
S . 

3) Tính vector p  của tham số mô hình theo (4.61). Có thể sử dụng hàm 

cholesky() đã trình bày trong chương 3 để giải hệ phương trình tuyến 
tính này. 

Chú ý: Trong khi vector tham số p có số chiều cố định là na+nb+1 thì số 

chiều của ma trận M và vector y phụ thuộc vào số mẫu tín hiệu trích được. 

Số lượng mẫu tín hiệu trích được càng lớn, khoảng thời gian quan sát tín 
hiệu sẽ càng rộng, lượng thông tin thu được về đối tượng càng nhiều, song 
chiều của ma trận M và vector y cũng vì thế mà càng tăng kéo theo số lượng 

các phép tính phải thực hiện lớn, làm cho sai số tính toán cũng lớn. Bởi vậy 
ta cần phải chọn khoảng thời gian quan sát không nên quá ngắn nhưng cũng 
không quá lâu và kết quả nhận dạng sẽ phụ thuộc đáng kể vào khoảng thời 
gian quan sát tín hiệu được chọn.  Ngoài ra thuật toán trên không có khả 
năng lọc nhiễu nên chỉ có thể ứng dụng cho các bài toán nhận dạng mà sự 
ảnh hưởng của nhiễu vào đối tượng là không đáng kể và có thể bỏ qua được. 
Cũng như vậy thuật toán cũng sẽ không sử dụng được khi tín hiệu vào/ra là 
những tín hiệu ngẫu nhiên. 

Nếu gọi sij với  i, j =1, 2, K , na+nb+1 là các phần tử của S=MTM  thì từ 
(4.60) có: 

 sij =
( 1) (( ) ) nÕu 1

( 1) (( 1) ) nÕu 1 1

( 1) (( ) ) nÕu 1

a y a a

a yu a a a a b

a u a a a b

N n r i j T j i n

N n r i j n T j n i n n

N n r i j T n j i n n

⎧ − + ⋅ − ≤ ≤ ≤
⎪⎪ − + ⋅ − − − ≤ ≤ < ≤ + +⎨
⎪

− + ⋅ − < ≤ ≤ + +⎪⎩

                      

    

                      

 

trong đó ry(mTa), ryu(mTa), ru(mTa) là giá trị hàm tương quan được xác 
định theo công thức bias (2.45) và (2.46) và Ta là khoảng thời gian trích 
mẫu tín hiệu. Cũng như vậy nếu ký hiệu ki với  i =1, 2, K , na+nb+1 là 
những phần tử của vector k=MT y thì: 

 ki =
( 1) ( ) nÕu 1

( 1) (( 1) ) nÕu 1
a y a a

a uy a a a a b
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Hai công thức này là công cụ để xây dựng dãy giá trị đầu vào cho hàm 
cholesky() khi cài đặt thuật toán trên. Hàm online_d() viết trên ngôn ngữ 
lập trình C cho dưới đây là một ví dụ về việc cài đặt thuật toán nhận dạng bị 
động tham số mô hình ARMA khi các tín hiệu vào ra là tiền định. 

Hàm online_d() sử dụng thêm hàm cor() phục vụ việc thực hiện hai công 
thức tính sij , ki ,  j≤  i  =1, 2, K , na+nb+1 và có các biến hình thức sau: 

a) Con trỏ u chỉ đầu mảng thực u[] chứa dãy các giá trị {uk}, k = 0,1, K 
, N đo được của tín hiệu vào. 

b) Con trỏ y chỉ đầu mảng thực y[] chứa dãy các giá trị {yk}, k = 0,1, K , 
N đo được của tín hiệu ra. 

c) Số nguyên N chứa số các giá trị tín hiệu đo được, tức là chứa N+1. 
d) Số nguyên na chứa bậc na của đa thức mẫu số của mô hình. 
e) Số nguyên nb chứa bậc nb của đa thức tử số của mô hình. 
f) Con trỏ p chỉ đầu mảng phức p[] chứa tham số tìm được theo thức tự 

  p[0]= −a1 , K , p[na-1]= −
ana , p[na]= 0

~
b , K , p[na+nb]= 

bnb
~ . 

Mặc dù tham số a, b mô hình chỉ là những số thực, song để tiện cho 
việc sử dụng hàm cholesky() chúng được khai báo ở đây là các giá trị 
phức. Phần ảo của kết quả nếu khác 0 có thể được xem như sai số tính 
toán của chương trình. 

Hàm trả về giá trị báo lỗi ≠ 0 khi N≤na+nb hoặc hàm con cor() hay 
cholesky() có lỗi, trường hợp ngược lại sẽ trả về giá trị 0. Hàm online_d() 
không làm thay đổi nội dung hai mảng u[] và y[]. 

int online_d(double *u,double *y,int N,int na,int nb,complex *p) 
{ 
 if(N<=na+nb) return(1); 
 int n=na+nb+1,i,j,q,l,err; 
 double *ru,*ruy,*ryu,*ry; 
 complex *s; 
 ry=new double [na+1]; 
 ru=new double [nb+1]; 
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 ruy=new double [nb+1]; 
 ryu=new double [na+1]; 
 s=new complex [n*(n+1)/2]; 
 err = cor(y,y,N+1,na,1,ry)+cor(u,y,N+1,nb,1,ruy); 
 err += cor(y,u,N+1,na,1,ryu)+cor(u,u,N+1,nb,1,ru); 
   if(err==0) 
 { for(i=1;i<=n;i++) 
  { q=i*(i-1)/2-1; 
   p[i-1]=(i<=na)? complex(ry[i]):complex(ruy[i-na-1]); 
   for(j=1;j<=i;j++) 
   { if(i<=na) s[q+j]=complex(ry[i-j]); 
    else if(j<=na) 
    { l=i-j-na-1; 
     s[q+j]=(l<0)? complex(ryu[-l]):complex(ruy[l]); 
    } 
    else s[q+j]=complex(ru[i-j]); 
   } 
  } 
  err=cholesky(n,s,p); 
   } 
 delete[]ru; delete[]ruy; delete[]ryu; delete[]ry; delete[]s; 
 return(err); 
} 

4.5.2 Nhận dạng bị động với các tín hiệu vào ra là ngẫu nhiên 

Xét bài toán nhận dạng bị động tham số mô hình ARMA với các tín hiệu 
vào/ra là những hàm ngẫu nhiên. Không mất tính tổng quát nếu giả thiết 
thêm rằng u(t), y(t) và nhiễu là những tín hiệu có phần tĩnh bằng 0. Khi đó, 
sau khi nhân cả hai vế của (4.57) với với un−m , rồi lập giá trị trung bình cả 
hai vế, sẽ được 
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Hai phương trình (4.57) và (4.62) như vậy là tương đương, trong đó vị trí 
yk và uk trong (4.57) nay đã được thay thế bởi ruy(mTa) và ru(mTa). Do đó, 
nếu ta lý luận đúng như đã làm với (4.57) để đi đến (4.61) thì khi xuất phát 
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từ (4.62) cũng sẽ được công thức xác định các tham số a1, K ,
ana và 

bnbb
~

 ,    ,
~

0 K theo nguyên tắc cực tiểu hóa tổng bình phương các sai lệch như 

sau: 
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và cuối cùng, ta có được thuật toán (dạng thô): 

1) Sử dụng chương trình cor() để tính giá trị các hàm tương quan ruy(mTa) 
và ru(mTa) từ những giá trị tín hiệu đo được. 

2) Xác định các tham số a1, K ,
ana và 

bnbb
~

 ,    ,
~

0 K bằng cách giải hệ phương 

trình (4.63). Ta có thể sử dụng chương trình cholesky() đã giới thiệu 
trong chương 3 để giải hệ phương trình này. 

Việc áp dụng thuần túy thuật toán trên để xác định tham số thường dẫn 
tới kết quả có sai số lớn. Lý do nằm ở sai số nhận dạng hàm tương quan 
ruy(mTa) và ru(mTa) từ N+1 giá trị tín hiệu thu được {uk}, {yk}, k=0,1, K , 
N. Như đã trình bày trong chương 2 thì sai số trong ruy(mTa) và ru(mTa) 
càng lớn khi chỉ số m càng cao. Bởi vậy để loại trừ những sai số này, ta nên 
áp dụng lại việc dùng số Lag M trong khoảng 5%÷20% của N+1 số các giá 
trị tín hiệu nhận được nhằm hạn chế sự tham gia tiếp tục của những giá trị 
ruy(mTa), ru(mTa) có sai số lớn (chương 2, mục 2.2.1). Nói cách khác ta sẽ 
chỉ sử dụng trong phương trình (4.63) những giá trị ruy(mTa), ru(mTa) có 
chỉ số m= 0,1, K , M. 

áp dụng chỉ số Lag, phương trình (4.63) trở thành: 
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         (4.64b) 

Ta đi đến thuật toán dạng tinh như sau: 

1) Chọn số Lag M >> an  và sử dụng chương trình nhận dạng hàm tương 

quan cor() để xác định dãy giá trị ruy(mTa) và ru(mTa) , m=0,1, K , M. 

2) Xây dựng ma trận M
)

 theo (4.64b) và kiểm tra tính không suy biến của 
)( MMT ))
. 

3) Giải hệ phương trình (4.64a) để xác định a1, K ,
ana và 

bnbb
~

 ,    ,
~

0 K . 

Thêm nữa, thuật toán này sẽ không bị ảnh hưởng bởi nhiễu n(t) tác động 
tại đầu ra nếu như nhiễu đó không tương quan với tín hiệu đầu vào, vì khi 
đó có rnu(τ)=0. 

Như vậy, thuật toán trên hoàn toàn tương tự như hàm online_d(). Điều 
khác biệt duy nhất ở đây là vai trò của dãy {uk}, {yk}, k=0, K , N nay được 
thay bằng ruy(mTa), ru(mTa), m= 0,1, K , M. 

Hàm online_s() cho dưới đây minh họa việc cài đặt thuật toán. Hàm có 
các biến hình thức:  

a) Con trỏ u chỉ đầu mảng thực u[] chứa dãy các giá trị {uk}, k = 0,1, K 
, N đo được của tín hiệu vào u(t). 
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b) Con trỏ y chỉ đầu mảng thực y[] chứa dãy các giá trị {yk}, k = 0,1, K , 
N đo được của tín hiệu ra y(t). 

c) Biến nguyên N chứa số các giá trị tín hiệu đo được là N+1. 
d) Biến nguyên M chứa chỉ số Lag là M. 
e) Biến nguyên bias xác định giá trị hàm tương quan sẽ được tính theo 

công thức bias (bias=1) hay unbias (bias≠1). 
f) Biến nguyên na chứa bậc na của đa thức mẫu số của mô hình (na > 0). 
g) Biến nguyên nb chứa bậc nb của đa thức tử số của mô hình (nb ≤ na). 
h) Con trỏ p chỉ đầu mảng phức p[] chứa tham số tìm được theo thức tự 

  p[0]= − a1 , K , p[na-1]= −
ana , p[na]= 0

~
b , K , p[na+nb]= 

bnb
~ . 

Thực chất các tham số mô hình a1, K ,
ana , 

bnbb
~

 ,    ,
~

0 K  chỉ là phần thực 

của p[]. Phần ảo của p[] có thể được xem như sai số tính toán của 
chương trình. 

Hàm online_s() sử dụng thêm hai hàm con cor(), online_d(). Hàm báo 
lỗi  bằng giá trị trả về ≠ 0 khi các hàm con này có lỗi, trường hợp ngược lại 
sẽ trả về giá trị 0. Hàm online_s() không làm thay đổi nội dung hai mảng 
u[] và y[]. 

int online_s(double *u,double *y,int N,int M,int bias, 
    int na,int nb,complex *p) 
{ 
 if((na+nb==0)||(na<nb)) return(-1); 
 int err; 
 double *ru,*ruy; 
 ru=new double[M+1]; 
 ruy=new double[M+1]; 
 err=cor(u,u,N+1,M,bias,ru)+cor(u,y,N+1,M,bias,ruy); 
 if(err==0) err=online_d(ru+na-nb,ruy,M,na,nb,p); 
 delete [] ru; delete [] ruy; 
 return(err); 
} 
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4.5.3 Chuyển về bài toán nhận dạng chủ động 

Trong các mục 4.2, 4.3, 4.4 ta đã làm quen với các thuật toán nhận dạng 
chủ động tham số mô hình AR, MA và ARMA khi tín hiệu đầu vào u(t) là 
ồn trắng, tức là tín hiệu ngẫu nhiên có  

 mu = 0  và   Su(ω) = hằng số. 

Mục đích chính của mục này là tìm cách ứng dụng những thuật toán đã biết 
đó để nhận dạng bị động (còn gọi là trực tuyến/online) tham số mô hình 
ARMA 

 G(z) =
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)(
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a
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K , (4.65) 

cho một tín hiệu vào u(t) ngẫu nhiên bất kỳ. 

Nếu u(t) là một tín hiệu bất kỳ thì như ngay ở chương 1 mở đầu đã nói, 
ảnh z của nó có thể mô tả được bởi: 

 U(z) = )(
~

)(
)(~

zU
zF
zC

K  

trong đó 

 C(z) = c
c

n
n zczc −− +++   1 1

1 L , F(z) = f
f

n
n zfzf

−− +++   1 1
1 L  

và )(
~

zU  là ảnh z của tín hiệu )(~ tu  ồn trắng có um~ = 0 và )(~ ωuS =1 (hình 4.5). 
Khi đó bài toán nhận dạng bị động tham số mô hình ARMA sẽ được chuyển 
về bài toán nhận dạng chủ động với các bước như sau: 

1) Nhận dạng các tham số mô hình c1 , c2 ,  K ,
cnc , f1 , f2 , K ,

fnf và K
~ của 

tín hiệu ngẫu nhiên đầu vào u(t) từ dãy các giá trị {uk}, k = 0,1, K , N 
đo được của nó bằng các thuật toán nhận dạng chủ động đã biết. 

2) Xem mô hình 
)(
)(~

zF
zC

K  của tín hiệu đầu vào như một khâu mắc nối tiếp 

ngay sau đối tượng 
)(
)(

zA
zB

K cần nhận dạng  (hình 4.5),  thì tín hiệu đầu 

vào )(~ ty  của 
)(
)(~

zF
zC

K  sẽ đồng thời là tín hiệu ra của đối tượng khi đối 
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tượng được chủ động kích thích bằng tín hiệu ồn trắng )(~ tu . Xác định 

dãy các giá trị { ky~ } từ {yk}, k = 0,1, K , N và mô hình 
)(
)(~

zF
zC

K  theo công 

thức 

 ( )
ccff nknkknknkk ycycyKyfyfy −−−− +++=+++ ~    ~~~

    1111 LL  

3) Xác định a1, a2 , K ,
ana , b1, b2 , K ,

bnb và K của 
)(
)(

zA
zB

K  từ dãy { ky~ } 

bằng các thuật toán nhận dạng chủ động (off−line) đã biết. 

Như vậy điều kiện để có thể áp dụng được thuật toán trên là thông tin 
A−priori phải cho ta biết thêm bậc nc , nf  của mô hình tín hiệu đầu vào 
hoặc ít nhất cũng phải nhận dạng được chúng trước khi áp dụng thuật toán. 

 

 

 

 

 

 

Do mô hình ARMA của đối tượng và tín hiệu vào là dạng tổng quát của 
các mô hình AR, MA nên tùy theo các điều kiện cho trước của thông tin 
A−priori khác nhau về bậc của mô hình đối tượng cũng như của tín hiệu vào 
u(t) mà ta sẽ có được những hình thức khác nhau của thuật toán vừa nêu. Ví 
dụ: 

a) Thuật toán AR_AR nếu nc = nb = 0, tức là tín hiệu vào u(t) và đối 
tượng có cùng mô hình AR. 

b) Thuật toán AR_MA nếu nc = na = 0 hay mô hình tín hiệu vào u(t) là 
AR còn mô hình đối tượng là MA. 

c) Thuật toán AR_ARMA nếu nc = 0 tức là tín hiệu vào u(t) có mô hình 
AR còn đối tượng có mô hình ARMA. 
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Hình 4.5: Chuyển bài toán on−line 
thành off−line. 
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d) Thuật toán MA_AR nếu nb = nf = 0, nói cách khác tín hiệu vào u(t) có 
mô hình MA còn mô hình đối tượng là AR. 

e) Thuật toán MA_MA nếu na = nf = 0, tức là cả tín hiệu vào u(t) và đối 
tượng đều mô tả được bởi mô hình MA. 

f) Thuật toán MA_ARMA nếu nf = 0, hay cả tín hiệu vào u(t) và đối 
tượng đều mô tả được bởi mô hình MA. 

g) Thuật toán ARMA_AR nếu nb = 0, tức là tín hiệu vào u(t) có mô hình 
ARMA còn mô hình đối tượng là AR. 

h) Thuật toán ARMA_MA cho trường hợp tín hiệu vào u(t) có mô hình 
ARMA còn đối tượng có mô hình MA (na = 0). 

i) Thuật toán ARMA_ARMA cho trường hợp cả tín hiệu vào u(t) và đối 
tượng cùng có mô hình ARMA. 

Hai dạng b) và d) có nét đặc biệt riêng. Mô hình chung của tín hiệu vào 
và đối tượng ở những dạng này là một mô hình ARMA có kích thích đầu 
vào là tín hiệu ồn trắng, trong đó bản thân từng đa thức tử số hay mẫu số là 
một mô hình. Do đó với những bài toán có mô hình chung dạng AR_MA 
hay MA_AR như vậy thì xác định dãy các giá trị đầu ra { ky~ } là không cần 
thiết. 

Sau đây ta sẽ minh họa việc cài đặt các bước của thuật toán trên cho dạng 
c), tức là cho mô hình chung dạng AR_ARMA. Những dạng còn lại của 
thuật toán có thể được cài đặt một cách tương tự. 

Giả sử thông tin A−priori còn cho biết thêm rằng tín hiệu vào u(t) mô tả 
được bởi 

 U(z) = 
f

f

n
n zfzf

zUK
−− +++

⋅

    1

)(
~~

1
1 L

 

trong đó )(
~

zU  là ảnh z của tín hiệu )(~ tu  ồn trắng có um~ = 0 và )(~ ωuS =1, thì 
các bước của thuật toán chung nêu trên sẽ được chi tiết hóa thành: 

1) Nhận dạng tham số f2 , K ,
fnf và K

~  từ dãy các giá trị {uk}, k = 0,1, K , 

N đo được của u(t) nhờ hàm Yule_Walker() hoặc Burg(). 
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2) Xác định dãy { ky~ } từ {yk}, k = 0,1, K , N và f2 , K ,
fnf , K

~  theo công 

thức 

 knknkk yKyfyfy
ff

~ 
~

    11 =+++ −− L . 

3) Xác định các tham số a1, a2 , K ,
ana , b1, b2 , K ,

bnb và K của mô hình 

đối tượng từ dãy { ky~ } nhờ hàm ARMA(). 

Thuật toán chi tiết này đã được cài đặt thành hàm AR_ARMA() cho 
dưới đây để tham khảo. Hàm sử dụng hàm con Burg() cho bước 1 và có các 
biến hình thức sau: 

a) Con trỏ u chỉ đầu mảng thực u[] chứa dãy giá trị {uk}, k = 0,1, K , N 
đo được của tín hiệu vào u(t). 

b) Con trỏ y chỉ đầu mảng thực y[] chứa dãy giá trị {yk}, k = 0,1, K , N 
đo được của tín hiệu ra y(t). 

c) Biến nguyên N chứa số các giá trị tín hiệu đo được là N+1. 
d) Biến nguyên nf chứa bậc nf của mô hình tín hiệu vào u(t). 
e) Biến nguyên na chứa bậc na của đa thức mẫu số mô hình ARMA cho 

đối tượng. 
f) Biến nguyên nb chứa bậc nb của đa thức tử số mô hình ARMA cho 

đối tượng. 
g) Số nguyên s chứa bậc mô hình AR được thay thế tạm thời cho mô 

hình MA của mô hình ARMA cho đối tượng cần nhận dạng. 
h) Số nguyên bias xác định giá trị hàm tương quan sẽ được tính theo 

công thức bias (bias=1) hay unbias (bias≠1). 
i) Số nguyên M chứa chỉ số Lag cần thiết cho việc nhận dạng hàm tương 

quan. 
j) Con trỏ a chỉ đầu mảng a[] có độ dài its nhất là max{na,nf}+1 chứa 

kết quả theo thứ tự: 

a[0]=1 , a[1]= a1 , K , a[na]= 
ana . 

k) Con trỏ b chỉ đầu mảng b[] có độ dài nb+1 chứa kết quả theo thứ tự: 
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 b[0]=K , b[1]= b1 , K , b[nb]= 
bnb . 

Hàm AR_ARMA() trả về giá trị báo lỗi 3 nếu M≥N, giá trị 4 khi không 
thực hiện được hàm Burg()và giá trị 1 hoặc 2 khi hàm MA() có lỗi. Trường 
hợp không có lỗi, hàm sẽ trả về giá trị 0. 

Hàm AR_ARMA()không làm thay đổi nội dung hai mảng u[] và y[]. 

int AR_ARMA(double *u,double *y,int N,int nf,int na,int nb, 
    int s,int bias,int M,double *a,double *b) 
{ 
 int i,k,err; 
 double *x,K; 
 x=new double [N]; 
 err=3+Burg(u,N,nf,a); 
 if(err==3) 
 { 
  K=a[0]; 
  a[0]=1.; 
  for(k=0;k<N;k++) 
  { 
   x[k]=0.; 
   for(i=0;(i<=nf)&&(i<=k);i++) x[k]+=a[i]*y[k-i]; 
   x[k]=x[k]/K; 
  } 
  err=ARMA(x,N,na,nb,s,bias,M,a,b); 
 } 
 delete [] x; 
 return(err); 
} 

Câu hỏi ôn tập và bài tập 

1. Chứng minh rằng nếu hằng số K của mô hình AR bậc na là một số 
dương và được xác định theo thuật toán Yule−Walker thì nó sẽ chính là 
giá trị trung bình bình phương sai lệch nhỏ nhất: 

 Qmin= min ⎥
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2. Từ kết quả bài 1 người ta thấy khi bậc của mô hình AR là na cũng là 
một tham số cần nhận dạng thì na có thể được xác định sao cho K là một 
số dương càng nhỏ càng tốt. Hãy căn cứ vào công thức (4.22b) 

 Ki =  Ki− 1 [ ]( )21 iai−  

cũng như tính truy hồi của thuật toán Levinson hoặc Burg để xây dựng 
một thuật toán nhận dạng bậc na cho mô hình AR. 

3. Thuật toán nhận dạng chủ động tham số mô hình MA trình bày tại mục 
4.3.3 có bốn cách cài đặt, phụ thuộc vào việc chọn hàm Yule−Walker() 
hay Burg() để thực hiện bước 2) và 3). Hàm MA() đã giới thiệu ở mục 
4.3.3 chỉ là một trong 4 cách cài đặt đó. Hãy viết những chương trình thể 
hiện các cách cài đặt còn lại và so sánh kết quả thử nghiệm với hàm đã 
cho MA(). 

4. Cùng với 4 cách cài đặt thuật toán nhận dạng tham số mô hình MA đã 
nói tới trong bài 3, ở thuật toán nhận dạng chủ động tham số mô hình 
ARMA (mục 4.4.3) ta cũng sẽ có 8 cách cài đặt (do có thêm hai cách lựa 
chọn ở bước 2 cho việc nhận dạng tham số a1, a2 , K ,

ana theo 

Yule−Walker() hay Burg()). Hãy viết những chương trình thể hiện các 
cách cài đặt còn lại. 

5. Với những tín hiệu ngẫu nhiên egodic phức u(t), y(t) người ta định nghĩa 
hàm tương quan như sau: 

ruy(τ) = M[ )()( τ+tytu ] = ∫
−∞→

+
T

TT
dttytu

T
)()(

2
1

lim τ  

và do đó ruy(τ) cũng là hàm phức. Gọi a[i] =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

][

][1

ia

ia

i

M  là vector nghiệm 

phức của phương trình Yule−Walker có bậc là i (4.19) với các phần tử 
phức ruy(τ). Chứng minh rằng: 

a) Nghiệm a[i] cũng thỏa mãn 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
][

][

1 ia

ia

H

i

i
M = ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

iK

0 . 

b) Giữa nghiệm a[i] của phương trình Yule−Walker bậc i và a[i−1] bậc 
i−1 có mối quan hệ 
ak[i] = ak[i−1]+ ai[i] kia − [i−1] với     k =1, 2, K , i−1. 

c) Giữa sai lệch dự báo tuyến tính phức của mô hình bậc i là ][ie f
n , ][ieb

n  

và của mô hình bậc i−1 là ]1[ −ie f
n , ]1[ −ieb

n  có quan hệ truy hồi 

][ie f
n = ]1[][]1[ 1 −+− − ieiaie b

ni
f
n . 

][ieb
n = ]1[][]1[1 −+−− ieiaie f

ni
b
n . 

6. Hãy dựa vào kết quả của bài 5 để xây dựng thuật toán Levinson giải 
phương trình Yule−Walker phức, tức là ma trận 

anH có các phần tử phức 

ry(mTa) và vector nghiệm a  =
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ana

a

M
1

 của nó cũng là vector có những 

phần tử ai phức. 
7. Cũng dựa vào kết quả của bài 5 câu c) mà chứng minh rằng tham số 

phức ai[i] của mô hình AR bậc i làm cho phiếm hàm sai lệch điều hòa 

Q = [ ] [ ]∑
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 22
 

N

nn

b
n

f
n

a

ee  

có giá trị nhỏ nhất sẽ là 

][iai = 
( )∑

∑
−

=
−

−

=
−

−+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−−

1
2

1
2

1

1

]1[]1[

]1[]1[2

N

in

b
n

f
n

N

in

b
n

f
n

ieie

ieie

. 

8. Theo kết quả bài 5, câu c) và bài 7 hãy xây dựng thuật toán truy hồi xác 
định các tham số phức a1, a2 , K ,

ana cho mô hình AR khi tín hiệu vào 
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là hàm ngẫu nhiên phức u(t) kiểu ồn trắng (mu = 0,  Su(ω) =1) trên cơ sở 
đo tín hiệu ra y(t), tức là trên cơ sở dãy giá trị {yk}, k = 0,1, K , N−1. 
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5 Những kỹ thuật bổ trợ 

5.1 DFT thời gian ngắn (SFT) 

Trong các chương 2, 3 và 4 ta đã làm quen với những phương pháp nhận 
dạng có sử dụng kỹ thuật DFT để xử lý phổ tín hiệu đo được nhằm loại bỏ 
ảnh hưởng của nhiễu và để có được giá trị hàm tương quan hoặc mật đổ phổ 
tín hiệu. Kỹ thuật DFT này có một nhược điểm là chỉ áp dụng được sau khi 
đã có đủ các giá trị tín hiệu x(kTa), k=0,1, K , N−1 trong một khoảng thời 
gian quan sát [0,T) đủ lớn. Nếu khoảng thời gian quan sát (thời gian đo) tín 
hiệu quá ngắn, ta sẽ không có đủ lượng thông tin cần thiết cho việc phân 
tích phổ, song nếu thời gian đo quá lâu thì ta sẽ làm mất tính thời gian thực 
của phương pháp, hơn nữa khi kéo dài thời gian đo một tín hiệu ngẫu nhiên 
ta đã vô hình chung giả thiết rằng đó là tín hiệu ngẫu nhiên dừng 
(stationary) mà điều này không phải lúc nào cũng được thỏa mãn. 

Phương pháp SFT (viết tắt của từ tiếng Anh Short time Fourier 
Transformation), hay còn gọi là phương pháp DFT thời gian ngắn, trình bày 
sau đây sẽ khắc phục được nhược điểm trên của DFT kinh điển. Đặc biệt 
nữa, phương pháp SFT này còn thường được sử dụng để nhận dạng các đối 
tượng có tham số mô hình thay đổi theo thời gian. 

5.1.1 Tư tưởng của phương pháp 

Mục đích của nhận dạng phổ tín hiệu là kết quả mật độ phổ Xa(jω) thu 
được phải phản ánh một cách đầy đủ toàn bộ thông tin tần số có trong tín 
hiệu x(t) trên toàn bộ khoảng thời gian 0≤t<∞:  

 Xa(jω) = ∑
∞

=

−

0k

jkT
k

aex ω , xk = x(kTa).   (

Nhưng làm thế nào để đạt được mục đích đó trong khi khoảng thời gian 
quan sát lại bị khống chế bởi T.  Tất nhiên rằng ta không thể đi theo hướng 
như đã làm ở chương 2 là chờ đợi cho tới khi có được hết tất cả các giá trị 
xk , k=0, K , ∞ rồi mới tính Xa(jω) mà phải suy nghĩ tới một hướng giải 
quyết khác. Hướng đầu tiên có nhiều khả năng phù hợp là ứng dụng kỹ thuật 
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truy hồi bằng cách chia toàn bộ khoảng thời gian 0≤t<∞ thành những 
khoảng quan sát [mτ ,  mτ+T),  m=0, K , ∞ rồi từ những giá trị xk đo được 
trong khoảng quan sát thứ nhất [0,T) ta tính ngay phổ )(1 ωjXa và nó được 
xem như là giá trị xấp xỉ đầu tiên của Xa(jω). Tiếp theo với các giá trị tín 
hiệu xk đo được trong khoảng quan sát kế sau [τ ,T+τ) cũng như )(1 ωjXa  đã 

có ta hiệu chỉnh lại )(1 ωjXa  thành )(2 ωjXa  theo nghĩa )(2 ωjXa  gần Xa(jω) hơn 

so với )(1 ωjXa , trong đó τ  là một giá trị thỏa mãn 0≤τ<T (hình 5.1). Tiếp 

tục, từ xk trong khoảng [2τ, 2τ+T) và )(2 ωjXa  ta lại hiệu chỉnh )(2 ωjXa  thành 

)(3 ωjXa  K . Kéo dài quá trình truy hồi đó đến vô hạn ta sẽ được dãy 

{ )( ωjX i
a } thỏa mãn 

 )(lim ωjX i
a

i ∞→
= Xa(jω)     (5.2) 

và đó chính là tư tưởng của phương pháp SFT. 

 

 

 

 

 

5.1.2 Thuật toán SFT với hàm cửa sổ Bartlett 

Để biểu diễn (5.1) dưới dạng truy hồi trước hết ta xem x(t) trong (5.1) 
như tích của chính nó với hàm cửa sổ lý tưởng w∞(t) 

 x(t)=w∞(t)x(t)  với  w∞(t) ≡ 1 

rồi tìm cách biểu diễn w∞(t) thông qua các hàm cửa sổ wi(t) khác có 

 supp wi( t)=[0,T),  

(mục 2.1.6) ứng với từng khoảng quan sát [mτ , mτ+T), m=0, K , ∞. Một 
trong những cách biểu diễn như vậy với hàm Bartlett w2(t) được mô tả trong 
hình 5.2. Khi đó 

t 

0 T 2τ+T τ τ+T

Khoảng quan 
sát thứ nhất 

Khoảng quan 
sát thứ hai 

Khoảng quan 
sát thứ ba 

Hình 5.1: Các khoảng quan sát tín hiệu cho 
từng bước truy hồi. 2τ 
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 w∞(t) = ∑
∞

−∞=
−

m

T
mtw )

2
(2 . 

 
Suy ra 

 x(t) = ∑
∞

−∞=
−

m

mT
tw )

2
(2 x(t)    ⇒ x(kTa) =xk ∑

∞

−∞=
−

m
aT

mN
kw ))

2
((2  (5.3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Thay (5.3) vào (5.1) và T=NTa được 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

=

−
∞

−∞= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

0
2 ))

2
((

k

jkT
a

m
k

aeT
mN

kwx ω  

  = ∑ ∑
∞

−∞=

−
−+

= ⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
m

jkT
a

N
mN

iN
k

k
aeT

mN
kwx ω))

2
((2

1
2

2

 

vì w2(t)=0 khi t ∉[0,T), tức là ))
2

(2 aT
mN

kw − = 0 khi k<
2

mN  và  k≥ N
mN

+
2

. 

Trong tổng thứ hai ta thay  q=k−
2

mN sẽ có 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

−∞=

−−
−

= + ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

m

T
mN

jjqT
a

N

q
mN

q

a
a eeqTwx

ωω 2
2

1

0 2

)(  (5.4) 

Nếu gọi { m
qx~ } là dãy giá trị tín hiệu {xk} trong khoảng quan sát thứ m, tức 

là trong khoảng [
2

)2(,
2

T
m

T
m + ), đã được nhân với hàm cửa sổ Bartlett nhằm 

giảm sai số rò rỉ: 

 m
qx~ = )(2

2
amN

q
qTwx

+
,    q=0,1, K ,N−1 

2

3T  
2

T

w2(t) w∞(t) 

t 
Hình 5.2: Xây dựng hàm cửa sổ lý 

tưởng thông qua hàm Bartlett. 

1 

T 

w2(t−T) w2(t−
2
T ) 
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thì (5.4) viết được thành 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

−∞=

−−
−

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

m

T
mN

jjqT
N

q

m
q

a
a eex

ωω 2
1

0

~ = ∑
∞

−∞=

−

m

mT
jm

a ejX
ω

ω 2)(
~  (5.5) 

trong đó 

 )(
~ ωjX m

a = ∑
−

=

−
1

0

~
N

q

jqTm
q

aex ω      (5.6) 

là ảnh Fourier của dãy N phần tử  { m
qx~ } = {

2

~
mNx ,

1
2

~
+

mNx , K , 
1

2

~
−+ N

mNx }. 

Công thức (5.5) chính là công thức truy hồi xác định dãy { )( ωjX i
a } thỏa 

mãn điều kiện (5.2) với 

 )( ωjX i
a  = ∑

−∞=

−i

m

mT
jm

a ejX
ω

ω 2)(
~ = ∑

−

−∞=

−1
2)(

~i

m

mT
jm

a ejX
ω

ω +
ω

ω 2)(
~

iT
ji

a ejX
−

 

⇒ )( ωjX i
a = )(1 ωjX i

a
− +

ω
ω 2)(

~
iT

ji
a ejX

−
.   (5.7) 

Nếu sử dụng hàm fft() để tính nhanh công thức (5.6) ta sẽ có thuật toán 
nhận dạng  

 X(jnΩ) ≈ )( ΩjnXT i
aa  

theo công thức truy hồi (5.7), trong đó Ω=
aNT

π2 , như sau: 

1) Đặt giá trị khởi phát )(1 Ω− jnXa = 0, n=0,1, K ,N−1 và Ω=
aNT

π2 . 

2) Thực hiện các bước sau ứng với khoảng quan sát [ iτ ,  iτ+T),  i = 0, 1, 2, 
K 

a) Đo tín hiệu x(t) trong khoảng thời gian [
2

)2(
,

2
TiiT + ) và gọi dãy gồm N 

các giá trị nhận được là { i
kx }= {

2
iNx ,

1
2

+
iNx , K , 

1
2

−+ N
iNx }. 

b) Nhân từng phần tử của dãy trên với hàm cửa sổ Bartlett w2(t) xác định 
trong khoảng thời gian 0≤t<T  theo công thức 

 i
kx~ = )(2

2
aiN

k
kTwx

+
,    k=0,1, K , N−1 
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và gọi dãy mới là { i
kx~ }={ ix0

~ , ix1
~ , K , i

Nx 1
~

− }. 

c) Sử dụng fft() để tính { )(
~

ΩjnX i
a }, n=0,1, K ,N−1 của dãy { i

kx~ }. 

d) Tính )( ΩjnX i
a = )( Ω− jnX i

a
1 + πjini

a ejnX −Ω)(
~ , n=0,1, K ,N−1. 

e) Cho ra kết quả X(jnΩ) = )( ΩjnXT i
aa , n=0,1, K ,N−1 và đó được xem 

như kết quả truy hồi tại bước thứ i cho ảnh Fourier của x(t). 

5.1.3 Thuật toán SFT với một hàm cửa sổ bất kỳ 

Thuật toán vừa nêu hoàn toàn có thể mở rộng ra cho một hàm cửa sổ w(t) 
bất kỳ chứ không phải chỉ riêng cho hàm Bartlett w2(t). Với một hàm cửa sổ 
w(t) nào đó, xác định trong khoảng [0,T) và ngoài khoảng này được xem 
như bằng 0 

 w(t) = 0 khi t∉[0,T) 

thì hàm w∞(t) được biểu diễn thông qua w(t) như sau 

 w∞(t) = ∑
∞

−∞=
−

m
mtwK )( τ , 

trong đó τ  được gọi là bước trượt, tức là bước mà các khoảng thời gian 
quan sát tín hiệu [mτ , mτ+T), m=0, K , ∞ trượt dọc theo trục thời gian. 

Vấn đề đặt ra ở đây là bước trượt τ và hằng số K phải thỏa mãn điều kiện 
gì để có 

 ∑
∞

−∞=
−

m
mtwK )( τ =1 với mọi t    (5.8) 

và để trả lời câu hỏi này, trước hết ta chứng minh định lý sau: 

Định lý 5.1: (Công thức Poisson) Một tín hiệu x(t) có ảnh Fourier X(jω) 
luôn thỏa mãn 

 ∑
∞

−∞=
−

m
mtx )( τ = ∑

∞

−∞=

Ω−Ω
n

tjnejnX τ
ττ

)(
1  với   Ωτ = τ

π2 . (5.9) 

Chứng minh: Nếu gọi sτ(t) là hàm răng lược với khoảng cách bước răng τ, 
tức là 
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 sτ(t) = ∑
∞

−∞=
−

m
mt )( τδ  

thì theo định lý 2.2 đã được trình bày ở mục 2.1.4, nó sẽ có ảnh Fourier 

 Sτ(jω) = Ωτ ∑
∞

−∞=
Ω−

n
n )( τωδ . 

Mặt khác, nếu xem vé trái của (5.9) là hàm mở rộng biểu diễn dãy các giá trị 
của x(t) được trích mẫu với thời gian trích mẫu τ: 

 ∑
∞

−∞=
−

m
mtx )( τ = ∑ ∫

∞

−∞=

∞

∞−

−−
m

dtmtttx ')'()'( τδ = x(t)*sτ(t) 

ta sẽ được 

 ∑
∞

−∞=
−

m
mtx )( τ = ∫

∞

∞−

ωωω
π

τω
τ dejSjX j  )()(

2
1  

   = ∫ ∑
∞

∞−

∞

−∞=
Ω−

Ω
ωωδω

π
τω

τ
τ denjX j

n

 )()(
2

 

   = ∑ ∫
∞

−∞=

∞

∞−

Ω−
n

j dnejX ωωδω
τ τ

τω )()(
1   

   = ∑
∞

−∞=

ΩΩ
n

jnejnX τ
τ

τ
τ

)(
1 . (đ.p.c.m.) θ 

Bây giờ ta quay lại bài toán tìm điều kiện cho τ và hằng số K để có (5.8). 
Theo định lý 5.1 thì (5.8) sẽ được thỏa mãn nếu 

 ∑
∞

−∞=

ΩΩ
n

jnejnW τ
τ

τ
τ

)(
1 = 

K
1  

⇔ 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω+ ∑
∞

≠
−∞=

Ω

0

)()0(
1

n
n

jnejnWW τ
τ

τ
τ

=
K
1    (5.10) 

trong đó W(jω) là ký hiệu chỉ ảnh Fourier của hàm cửa sổ w(t) có supp 
w(t)=[0,T) đã chọn. 

Giả sử tiếp rằng ωτ là tần số giới hạn của W(jω), tức là 

 ⏐W(jω)⏐= 0 khi |ω | >ωτ 
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(hoặc ít ra khi |ω| >ωτ có ⏐W(jω)⏐ đủ nhỏ để có thể bỏ qua được) thì khi 
chọn bước trượt τ thỏa mãn 

 Ωτ >ωτ  ⇔ 
τω
π2 > τ    (5.11a) 

cũng như chọn hằng số K với 

 K =
)0(W

τ        (5.11b) 

sẽ được 

  w∞(t)  = ∑
∞

−∞=
−

m
mtwK )( τ =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ω+ ∑
∞

≠
−∞=

Ω

0

)()0(

n
n

jnejnWW
K τ

τ
τ

τ
= )0(W

K
τ

= 1. 

Ta đi đến kết luận: 

Định lý 5.2: Nếu hàm cửa sổ w(t), t∈[0,T) được chọn có ⏐W(jω)⏐≈ 0 khi 
|ω| >ωτ thì với bước trượt τ thỏa mãn (5.11a) cũng như hằng số K thỏa 
mãn (5.11b) sẽ có 

 w∞(t) = ∑
∞

−∞=
−

m
mtwK )( τ ≈ 1.     (

Sau khi đã có hàm w∞(t), ta thay vào công thức DFT tính ảnh Fourier của 
x(t) 

 Xa(jω) = ∑
∞

=

−

0

 

k

kTj
k

aex ω = ∑
∞

=

−
∞

0

 )(
k

kTj
ak

aekTwxK ω  

  = ∑ ∑
∞

=

−
∞

−∞= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

0

 ))((
k

kTj

m
ak

aeTmDkwxK ω  

trong đó D là số nguyên lớn nhất thỏa mãn D≤
aT

τ , rồi đổi vị trí hai dấu tổng 

sẽ có 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

−∞=

−
∞

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

m

kTj

k
ak

aeTmDkwxK  

0
))(( ω  

Nhưng vì w(t)=0 khi t∉[0,T) nên 
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 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

−∞=

−
−+

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

m

kTj
NmD

mDk
ak

aeTmDkwxK  
1

))(( ω  

  = ∑ ∑
∞

−∞=

+−
−

=
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

m

TmDkj
N

k
amDk

aekTwxK )(
1

0
)( ω  

trong đó N là số nguyên nhỏ nhất thỏa mãn N ≥
aT

T . 

Nếu xem các giá trị tín hiệu { m
kx }={ mDx , 1+mDx , K , 1−+ NmDx } đo được 

trong khoảng quan sát thứ m, tức là trong khoảng thời gian [mτ, mτ+T) và 
đã được nhân với giá trị hàm cửa sổ w(kTa) là dãy 

 { m
kx~ }= { )0(wxmD , )(1 amD Twx + , K , ))1((1 aNmD TNwx −−+ }. 

thì công thức trên trở thành 

 Xa(jω) = ∑ ∑
∞

−∞=

−−
−

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

m

mDTjkTj
N

k
k

aa eexK   
1

0

~ ωω  

⇒ Xa(jnΩ) = ∑ ∑
∞

−∞=

−−−

= ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

m

N
jmnD

N
jknN

k
k eexK

ππ 221

0

~  

trong đó ω = nΩ =
aNT
n 2π . Với ký hiệu 

 )(
~

ΩjnX m
a = N

jknN

k
kex

π21

0

~ −−

=
∑  

và 

 )( ΩjnX m
a = ∑ ∑

−∞=

−−−

= ⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡m

l

N
jnlD

N
jknN

k
k eex

ππ 221

0

~  

công thức trên trở thành công thức truy hồi 

 )( ΩjnX m
a = N

jmnDm
a

m
a ejnXjnX

π2
11 )(

~
)(

−−− Ω+Ω  

thỏa mãn điều kiện 

 )(lim Ω
∞→

jnXK m
a

m
= Xa(jnΩ)  ⇔ )(lim Ω

∞→
jnXKT m

a
m

a = X(jnΩ). 

Ta đi đến thuật toán: 
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1) Chọn một hàm cửa sổ w(t), t∈[0,T). 

2) Chọn bước trượt τ thỏa mãn (5.11a) và hằng số K thỏa mãn (5.11b). 

3) Đặt giá trị khởi phát )(1 Ω− jnXa = 0, n=0,1, K , N−1 và Ω =
aNT

π2 . 

4) Thực hiện lần lượt các bước sau cho từng khoảng quan sát tín hiệu [mτ ,  
mτ+T),   m=0, 1, 2, K 

a) Đo tín hiệu x(t) trong khoảng thời gian [mτ, mτ+T) và gọi dãy gồm N 
các giá trị nhận được là { m

kx }={ mDx , 1+mDx , K , 1−+ NmDx }. 

b) Nhân từng phần tử của dãy trên với hàm cửa sổ w(t) theo công thức 

 m
kx~ = )( amDk kTwx + , k = 0,1, K , N−1. 

và gọi dãy mới là { m
kx~ }={ mx0

~ , mx1
~ , K , m

Nx 1
~

−  }. 

c) Sử dụng fft() để tính { )(
~

ΩjnX m
a }, n=0,1, K ,N−1 của dãy { m

kx~ }. 

d) Tính )( ΩjnX m
a = )(1 Ω− jnX m

a + N
jmnDm

a ejnX
π2

1 )(
~ −− Ω , n=0,1, K ,N−1. 

e) Cho ra kết quả X(jnΩ) = )( ΩjnXKT m
aa , n=0,1, K ,N−1 và đó được xem 

như kết quả truy hồi tại bước thứ m cho ảnh Fourier của x(t). 

Điều kiện chọn τ cho trong (5.11a) chính là tiêu chuẩn Shannon đã nói 
tới tại mục 2.1.5, định lý 2.4, nhưng ở đây là ứng với giá trị tần số giới hạn 
ωτ của w(t). Nói cách khác, khi áp dụng SFT ta phải sử dụng tiêu chuẩn 
Shannon hai lần: một lần cho thời gian trích mẫu tín hiệu Ta và một lần nữa 
cho bước trượt cửa sổ quan sát tín hiệu τ. 

Thuật toán trên đã được cài đặt thành chương trình sft() viết trên C cho 
dưới đây để tham khảo. Chương trình sft() này có các biến hình thức: 

a) Số nguyên m chứa chỉ số khoảng quan sát tín hiệu [mτ, mτ+T). 
b) Số nguyên w chứa chỉ số hàm cửa sổ wi(t), 0≤i≤7 (mục 2.1.6). Nếu 

nội dung của  w là một số ngoài khoảng [0,7], hàm sft() sẽ sử dụng 
hàm cửa sổ w0(t). 
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c) Số nguyên D chứa hệ số D của bước trượt τ, tức là τ = DTa. 
d) Số nguyên Nexp chứa số mũ lũy thừa 2 của độ dài dãy tín hiệu { m

kx } 

đo được, trong khoảng [mτ, mτ+T), tức là dộ dài dãy tín hiệu sẽ phải 
là N=2Nexp. 

e) Số thực Ta chứa chu kỳ thời gian trích mẫu tín hiệu Ta. 
f) Con trỏ x chỉ đầu mảng số phức x[] chứa các giá trị m

kx , k=0,1, K , 
N−1 theo thứ tự x[0]= mDx , x[1]= 1+mDx , K , x[N-1]= 1−+ NmDx . Sau 
khi chương trình sft() được thực hiện xong, nội dung của mảng này sẽ 
được thay bởi các giá trị ảnh Fourier { )(

~
ΩjnX m

a }, n=0,1, K , N−1 của 
dãy { m

kx~ }, trong đó m
kx~ = )( aimDk kTwx + , k=0,1, K , N−1. 

g) Con trỏ X chỉ đầu mảng số phức X[] chứa các giá trị đầu vào 
)(1 Ω− jnX m

a . Sau khi chương trình sft() được thực hiện xong mảng này 

sẽ chứa dãy kết quả )( ΩjnX m
a , n=0,1, K , N−1. 

void sft(int m,int w,int D,int Nexp,double Ta,complex *x, 
   complex *X) 
{ int i,k,p,N=pow(2,Nexp); 
 double s,T=Ta*N; 
 complex e; 
 k=N/2; 
 for (i=0;i<=k;i++) 
 { s=fw(w,Ta*(double)(i-k),T); 
  x[i]=x[i]*s; 
  if((i>0)&&(i!=(p=(N-i)))) x[p]=x[p]*s; 
 } 
 fft(Nexp,x); 
 for(i=0;i<N;i++) 
  X[i]=X[i]+x[i]*exp(complex(0.,-M_PI*2*D*m*i/N)); 
} 

5.1.4 ứng dụng để nhận dạng mô hình có tham số thay đổi 

Các thuật toán nhận dạng mô hình đối tượng được trình bày trong quyển 
sách này phần lớn đều dựa vào việc phân tích phổ tín hiệu. Chẳng hạn toàn 
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bộ các thuật toán nói tới trong chương 2 về việc nhận dạng mô hình không 
tham số để đi tới công thức (2.52) nhận dạng giá trị đường đặc tính tần 
{G(jnΩλ)}, n=0,1, K , M 

 G(jnΩλ) =
)(

~
)(

~

λ

λ

Ω

Ω

nS

jnS

u

uy , 

hoàn toàn được xây dựng trên cơ sở nhận dạng hàm mật độ phổ Su(jω), 
Suy(jω) từ các giá trị tín hiệu quan sát được. Cũng như vậy, những thuật 
toán nhận dạng tham số mô hình nói tới ở mục 3.2 thuộc chương 3 dựa chủ 
yếu vào mô hình không tham số đã có, tức là dựa vào dãy {G(jnΩλ)}, 
n=0,1, K , M. Bởi vậy nếu như người ta nhận dạng truy hồi được các giá trị 
G(jnΩλ) sao cho sau mỗi khoảng quan sát [mτ, mτ+T), m=0, 1, 2, K chúng 
lại được hiệu chỉnh cho phù hợp và chính xác hơn thì cùng với nó các thuật 
toán trên sẽ trở thành những thuật toán nhận dạng mô hình đối tượng theo 
nguyên tắc truy hồi và sau từng khoảng quan sát [mτ, mτ+T), m=0, 1, 2, K 
mô hình đối tượng hiện có lại được hiệu chỉnh để có được một mô hình mới 
chính xác hơn. Những thuật toán nhận dạng truy hồi mô hình đối tượng như 
vậy có rất nhiều ý nghĩa ứng dụng cho những đối tượng có tham số thay đổi. 

Vấn đề còn lại là làm sao chuyển được thuật toán nhận dạng hàm mật độ 
phổ Su(jω), Suy(jω) đã có ở chương 2 (hàm nonpar()) sang dạng truy hồi?. 
Câu trả lời là dựa vào kỹ thuật SFT với hàm sft() đã được cài đặt trên C tại 
mục 5.1.3. 

Trước hết ta chứng minh định lý sau: 

Định lý 5.3: Hàm mật độ phổ định nghĩa theo công thức Wiener−Chitchin 
dạng rời rạc 

 )(
~

λΩjnSuy = ∑
−

+−=

−1

1

2

)(~
N

Nm

jnm
auya emTrT λ

π

   (5.13a) 

với λ là số nguyên lũy thừa 2 nhỏ nhất nhưng không nhỏ hơn 2N−1 và 

 )(~
auy mTr ≈ ∑

−−

=
+

1

0

~~1
 

mN

k
mkk yu

p
, p = nÕu nhËn d¹ng bias

nÕu nhËn d¹ng unbias

N

N m

⎧⎪
⎨

−⎪⎩

  
  

 (5.13b) 
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 ku~  = nÕu 0 1

0 nÕu 1
ku k N

N k λ

⎧ ≤ ≤ −⎪
⎨

≤ ≤ −⎪⎩

   

   
  

 ky~  = nÕu 0 1

0 nÕu 1
ky k N

N k λ

⎧ ≤ ≤ −⎪
⎨

≤ ≤ −⎪⎩

   

   
 

trong đó uk , yk , k=0,1, K ,N−1 là những giá trị đo được của tín hiệu 
u(t), y(t) trong khoảng thời gian [0, T) với chu kỳ lấy mẫu Ta (T = 

NTa), Ωλ =
aTλ

π2 , λ là số nguyên lũy thừa 2 nhỏ nhất nhưng không nhỏ 

hơn 2N−1, có thể được tính theo công thức Periodogram như sau 

 )(
~

λΩjnSuy = )(
~

)(
~

λλ ΩΩ jnYjnU
p

T
aa

a ,  n=0,1, K ,λ−1 (5.14) 

với )(
~

λΩjnUa là ảnh Fourier của dãy { ku~ } và )(
~

λΩjnYa  là ảnh Fourier 

của dãy { ky~ }, k=0,1, K ,N−1 thu được nhờ fft(). 

Chứng minh: Thay (5.13b) vào (5.13a) có 

 )(
~

λΩjnSuy = ∑ ∑
−

+−=

−−

=

−
+

1

1

1

0

2
~~

N

Nm

mN

k

jnm
mkk

a eyu
p

T λ
π

 (5.15) 

tiếp theo đổi vị trí hai dấu tổng với sự trợ giúp của hình 5.3 biểu diễn miền 
lấy tổng được 

 )(
~

λΩjnSuy = ∑ ∑
−

=

−−

+−=

−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞
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m

k 

N−1 −N+1 

N−1 
k=N−m−1 

k=N+m−1 

Hình 5.3: Miền lấy tổng của công thức  
xác định hàm mật độ phổ (5.15). 
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Suy ra 

 )(
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λΩjnSuy  = ∑ ∑
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Nhưng do ku~ = ly~ = 0 khi  k,l ∉[0, N) nên 
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và đó chính là điều phải chứng minh.    θ

Dựa vào định lý 5.3 và công thức G(jnΩλ) =
)(

~
)(

~

λ

λ

Ω

Ω

nS

jnS

u

uy  ta thấy việc nhận 

dạng đường đặc tính tần G(jω) có thể được thực hiện truy hồi thông qua kỹ 
thuật SFT áp dụng cho cả hai tín hiệu u(t), y(t) như sau: 

1) Chọn hàm cửa sổ w(t), t∈[0,T),  bước trượt τ  theo (5.11a), hằng số K 
theo (5.11b). 

2) Đặt giá trị khởi phát )(
~ 1

λΩ− jnUa = )(
~ 1

λΩ− jnYa = 0 cho tất cả các chỉ số 

n=0,1, K , λ−1, trong đó Ωλ =
aTλ

π2 , λ là số nguyên lũy thừa 2 nhỏ nhất 

nhưng không nhỏ hơn 2N−1 và N=
aT

T với Ta là chu kỳ trích mẫu. 

3) Thực hiện lần lượt các bước sau cho từng khoảng quan sát tín hiệu [mτ ,  
mτ+T),   m=0, 1, 2, K 

a) Đo tín hiệu u(t), y(t) trong khoảng thời gian [mτ, mτ+T) và gọi dãy 
gồm N các giá trị nhận được là 

 { mDu , 1+mDu , K , 1−+ NmDu }. 
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 { mDy , 1+mDy , K , 1−+ NmDy }. 

b) Nhân từng phần tử của hai dãy trên với hàm cửa sổ w(t) sau đó gắn 
thêm các giá trị 0 sao cho mỗi dãy có đúng λ phần tử: 

 { m
ku~ }={ )0(wumD , )(1 amD Twu + , K , ))1((1 aNmD TNwu −−+ ,0, K ,0} 

 { m
ky~ }={ )0(wymD , )(1 amD Twy + , K , ))1((1 aNmD TNwy −−+ ,0, K ,0} 

k=0,1, K ,λ−1. 

c) Sử dụng fft() để tính { )(
~

λΩjnU m
a } của dãy { m

ku~ } cũng như 
{ )(

~
λΩjnY m

a } của dãy { m
ky~ }. 

d) Tính 

 )( λΩjnU m
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λΩ− jnU m
a + λ

π

λ

2
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~ jmnDm
a ejnU

−− Ω  

 )( λΩjnY m
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π

λ

2
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~ jmnDm
a ejnY
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e) Tính 

G(jnΩλ) =
)(

~
)(

~

λ

λ

Ω

Ω

nS

jnS

u

uy =
)(

)(

λ

λ

Ω

Ω

jnU

jnY
m
a

m
a , n = 0,1, K , λ−1 

và đó là giá trị hàm truyền đạt đã được hiệu chỉnh tại khoảng quan sát 
thứ m . 

Một phần thuật toán trên đã được cài đặt thành hàm renonpar() viết trên 
C cho dưới đây để tham khảo. Hàm renonpar() có các biến hình thức sau: 

a) Số nguyên m chứa chỉ số khoảng quan sát tín hiệu [mτ, mτ+T). 
b) Số nguyên w chứa chỉ số hàm cửa sổ wi(t), 0≤i≤7 (mục 2.1.6) dùng 

để trượt khoảng quan sát tín hiệu. Nếu nội dung của  w là một số 
ngoài khoảng [0,7], hàm renonpar() sẽ sử dụng hàm cửa sổ w0(t). 

c) Số nguyên D chứa hệ số D của bước trượt τ, tức là τ = DTa . 
d) Số nguyên Nexp chứa số mũ lũy thừa 2 của độ dài dãy tín hiệu 

{umD+k}, {ymD+k} đo được trong khoảng thời gian quan sát tín hiệu 
[mτ, mτ+T) là N. 



 

 215

e) Con trỏ u chỉ đầu mảng thực u[] chứa các giá trị umD+k , k=0,1, K , 
N−1 theo thứ tự u[0]= umD, u[1]= umD+1, K , u[N-1]= umD+N−1. 

f) Con trỏ y chỉ đầu mảng thực y[] chứa các giá trị ymD+k , k=0,1, K , 
N−1 theo thứ tự y[0]= ymD, y[1]= ymD+1, K , y[N-1]= ymD+N−1. 

g) Con trỏ U chỉ đầu mảng số phức U[] chứa các giá trị đầu vào 
{ )(1

λΩ− jnU m
a }. Sau khi chương trình renonpar() thực hiện xong 

mảng này sẽ chứa { )( λΩjnU m
a }, n=0,1, K ,λ−1. 

h) Con trỏ Y chỉ đầu mảng số phức Y[] chứa các giá trị đầu vào 
{ )(1

λΩ− jnU m
a }. Sau khi chương trình renonpar() thực hiện xong 

mảng này sẽ chứa { )( λΩjnY m
a }, n=0,1, K ,N−1. 

i) Số thực Ta chứa khoảng thời gian trích mẫu tín hiệu Ta. 
j) Con trỏ G chỉ đầu mảng số phức G[] chứa kết quả {G(jnΩλ)}, n=0,1, 

K , N−1. 

void renonpar(int m,int w,int D,int Nexp,double *u,double *y, 
     complex *U,complex *Y,double Ta,complex *G) 
{ 
 int k,N=pow(2,Nexp); 
 complex *x; 
   x=new complex[N]; 
   for(k=0;k<N;k++) x[k]=complex(u[k]); 
   sft(m,w,D,Nexp,Ta,x,U); 
   for(k=0;k<N;k++) x[k]=complex(y[k]); 
   sft(m,w,D,Nexp,Ta,x,Y); 
   for(k=0;k<N;k++) G[k]=Y[k]/U[k]; 
 delete [] x; 
} 

5.2 Nội suy 

Nhớ lại thuật toán nhận dạng G(jnΩλ), n=0,1, K ,2M đã trình bày trong 
mục 2.3.1 mà ở đó G(jnΩλ) được tính gián tiếp thông qua Su(nΩλ), 
Suy(jnΩλ), n=0,1, K ,λ−1 theo công thức (2.53), ta thấy thuật toán chỉ có 
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thể cho ra được các giá trị gần đúng của hàm đặc tính tần G(jω) trong 
khoảng tần số từ 0 đến 

 (2M+1)Ωλ  =
aT

M
λ

π)12(2 +  

Làm thế nào để mở rộng khoảng tần số này. Có thể thấy ngay rằng chỉ có 
một giải pháp là làm nhỏ Ta , tức là tăng tần số trích mẫu tín hiệu. 

Nhưng trong thực tế, do hạn chế của kỹ thuật hoặc do tốc độ xử lý của 
thiết bị không cho phép, ta không thể chọn được Ta đủ nhỏ để có thể thu 
được một kết quả đo có độ phân giải như ý muốn. ở những trường hợp như 
vậy người ta thường áp dụng phương pháp nội suy tín hiệu. Điều này có 
nghĩa là sau khi đo tín hiệu vào hoặc ra được gọi chung là x(t)  và có được 
dãy N giá trị x(kTa), k=0,1, K , N−1 của nó, ta phải xác định một hàm liên 
tục )(~ tx sao cho hàm đó đi qua tất cả N các điểm mẫu x(kTa) đó (hình 5.4). 

Khi đã có hàm liên tục )(~ tx ta có thể lấy lại giá trị tín hiệu )(~
bkTx , k=0,1, K , 

N
~ −1 với một chu kỳ lấy mẫu mới  Tb nhỏ tùy ý.  

 

 

 

 

 

5.2.1 Nội suy cổ điển 

Với phương pháp nội suy cổ điển, người ta chọn trước một đa thức bậc 
N−1 

 )(~ tx = a1  + a2t  +  K   + aNtN− 1,  
trong đó N là số các giá trị mẫu đã có. Nhiệm vụ của nội suy là xác định các 
hệ số a1 , a2, K  , aN  của đa thức này, sao cho đường cong của đa thức mô 

Hình 5.4 : Mô tả phương pháp nội suy. 

t 

)(~ tx

Ta 2Ta 3Ta 
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hình )(~ tx đi qua các giá trị mẫu x(0), ... , x((N−1)Ta ) của hàm cần nội suy, 
tức là phải thỏa mãn điều kiện 

 )(~
akTx = xk =x(kTa) với k = 0, 1, K   , N−1. (5.15) 

Viết lại (5.15) lần lượt cho tất cả các giá trị k dưới dạng ma trận sẽ có 

 

{

1 0
1

2 2

1
1

1 0 0

1

1 ( 1) ( 1)

N
a a

N
N Na a

a x
T T a x

a xN T N T
a gA

−

−
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎡ ⎤ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎝ ⎠

L

L

M M M

L 1424314444444244444443

. 

Suy ra 
 a  = A−1

g        (5.16) 

và đó chính là công thức xác định vector tham số a cho đa thức )(~ tx  từ các 
giá trị đo được xk ,  k = 0, 1 , K   , N−1. 

5.2.2 Nội suy spline 

Phương pháp nội suy cổ điển thường chỉ thích hợp với những bài toán 
nội suy bậc thấp, tức là số các giá trị đã có của hàm cần nội suy nhỏ. Nó có 
ưu điểm là sai số giữa mô hình nội suy được )(~ tx và tín hiệu gốc x(t) tại các 
điểm lấy mẫu bằng 0. Khi số lượng các điểm mẫu lớn, bậc của đa thức nội 
suy )(~ tx cũng phải tăng theo, làm cho hàm )(~ tx  càng có nhiều điểm cực trị và 
đồ thị của nó càng có nhiều “lượn sóng” do đa thức bậc càng cao thì càng có 
nhiều điểm cực trị. Điều này dẫn đến nhược điểm chính hạn chế ứng dụng 
của phương pháp là người ta hoàn toàn không có khả năng kiểm soát và 
khống chế được sai số giữa các điểm lấy mẫu và không khẳng định được 
rằng đa thức mô hình đã nội suy được có hội tụ đến tín hiệu gốc hay không. 
Thậm chí, người ta còn chỉ ra được rằng với bất cứ một tập các điểm mẫu 
nào cho trước, bao giờ cũng tồn tại một hàm số liên tục nhận các điểm mẫu 
đó làm giá trị mà bài toán nội suy cổ điển áp dụng cho hàm số đó lại phân 
kỳ. 
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Để khắc phục nhược điểm trên của bài toán nội suy cổ điển, người ta sẽ 
không nội suy với toàn bộ tập hợp các giá trị mẫu nữa mà chỉ nội suy từng 
khoảng cục bộ, để có thể làm giảm bậc của đa thức mô hình. Chẳng hạn 
người ta có thể chọn những đa thức mô hình cục bộ bậc 2 là 

 )(0 tf =a0 0  +  a01t  + a02t2 ,  

 )(1 tf =  a10  +  a11t  + a12 t2  ,  

 M 
cho từng khoảng 3 giá trị mẫu {0,Ta , 2Ta}, {Ta ,2Ta , 3Ta}, K   của tín 
hiệu và xác định hệ số của các đa thức này sao cho 

 f0(kTa) = xk  với k = 0, 1, 2 
 f1(kTa) = xk  với k = 1, 2, 3 

 M 
thay cho một đa thức chung bậc N−1 như phương pháp cổ điển vẫn làm. Sau 
đó những đa thức nội suy cục bộ này sẽ lại được "dán" với nhau tại  để tạo 
thành một đường cong chung )(~ tx đi qua tất cả các điểm mẫu và có đạo hàm 
(bậc đạo hàm càng cao càng tốt) tại những điểm nối, tức là tạo ra một đường 
cong trơn khắp nơi chứ không chỉ riêng trong khoảng cục bộ được nội suy. 
Đường cong )(~ tx  là đường nội suy của tín hiệu đã cho và phương pháp nội 
suy như vậy gọi là nội suy spline. 

Bậc của đa thức được chọn sẽ quyết định kích thước miền cục bộ được 
nội suy, chẳng hạn nếu chọn đa thức bậc hai thì do có 3 tham số phải xác 
định, miền nội suy cục bộ sẽ chỉ chứa 3 điểm mẫu. Đa thức được chọn để 
nội suy cục bộ đó có tên là hàm mô hình cục bộ. 

5.2.3 Nội suy B−spline 

Một trong những phương pháp nội suy spline có ý nghĩa ứng dụng trong 
phân tích phổ tín hiệu và có họ hàng gần gũi với mô hình toán học của khối 
hồi phục tín hiệu (holding) trong điều khiển kỹ thuật là phương pháp nội suy 
B−spline. 
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Phương pháp nội suy B-spline, cũng giống như phương pháp spline nói 
chung, được xây dựng dựa trên các hàm mô hình cục bộ mà ta sẽ gọi là hàm 
B−spline gốc. Ký hiệu fm(t) là hàm B−spline gốc bậc m thì fm(t) được xác 
định theo công thức truy hồi (định nghĩa của Bezier): 

a) f0(t) = 
a

a

T
Ttt )(1)(1 −−       (5.17a) 

b) fm(t) =  f0(t)*  fm−1(t).      (

Định lý 5.3: Hàm fm(t) có khoảng thời gian sống supp fm(t) = [0, (m+1)Ta], 
tức là 

 fm(t) ≡0 khi t <0 hoặc t >(m+1)Ta. 

Chứng minh: 

Ta chứng minh bằng phương pháp quy nạp. Từ định nghĩa ta thấy điều 
khẳng định đúng cho m=0. Giả sử cũng đúng cho m−1. Vậy từ công thức 
định nghĩa tích chập 

  fm(t) = f0(t)* fm−1(t) = ∫
∞

∞−
− − τττ dtff m )()( 10 = ∫ −−

aT

m dtff
0

10 )()( τττ  

hàm fm(t) chỉ tồn tại với những giá trị t thỏa mãn 0<t−τ<mTa, trong đó 0 
<τ < Ta , nói cách khác: 

   0 ≤ t ≤(m+1)Ta      ο 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

t 

f0(t) 

Ta 

aT
1

t 

f1(t)

Ta 2 Ta 

t 

f2(t)

3 Ta 

Hình 5.5: a) Hàm B−spline gốc  f0(t) 
  b) Hàm B−spline gốc  f1(t) 
  c) Hàm B−spline gốc  f2(t) 

b) c) a) 

Ta 
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Định lý 5.4: Một hàm B−spline gốc fm(t) bậc m có mô hình 

 fm(t) = ∑
+

=
+ −+

−−
−

+ 1

0
1 )!1(!

)(1)(
)1(

1 m

k

a
m

ak
m
a kmk

kTtkTt

T

m   (5.18) 

 trong đó ký hiệu 1(t) chỉ hàm Heaviside. 

Chứng minh: 

Ta chứng minh (5.18) theo phương pháp quy nạp. Hiển nhiên (5.18) đúng 
cho trường hợp m=0. Giả sử  (5.18) đã đúng cho m−1. Ta phải chỉ rằng nó 
cũng đúng với m. Bắt đầu từ vế phải với hình 5.5a) minh họa cho f0(t) sẽ có 

  f0(t)* fm−1(t) = ∫
∞

∞−
− − τττ dtff m )()( 10  = ∫ −− −

aT

m
a

dtf
T 0

1 )(
1 ττ  

Thay (5.18) cho trường hợp m−1 vào công thức trên 

  f0(t)* fm−1(t) = ∫ ∑
=

−

+ −
−−−−

−
aT m

k

a
m

ak
m
a

d
kmk

kTtkTt
m

T 0 0

1

1 )!(!
)(1)(

)1(
1 τ

ττ   

 = [ −−−
−

−∑
=

+
)(1)( 

)!(!
)1(1

0
1 a

m
a

m

k

k

m
a

kTtkTt
kmkT

]))1((1))1(( a
m

a TktTkt +−+−  

sau đó tách thành hai tổng và trong tổng thứ hai thay k+1=l thì được 

 f0(t)* fm−1(t) =
⎢
⎢
⎣

⎡
−−

−
−∑

=
+

)(1)(
)!(!

)1(1

0
1 a

m
a

m

k

k

m
a

kTtkTt
kmkT

+ 

    +
⎥
⎥
⎦

⎤
−−

−+−
−∑

+

=
)(1)(

)!1()!1(
)1(1

1
a

m
a

m

l

l
lTtlTt

lml
 

 =
⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−+

+
−−

−−−
+− ∑

=
+ kmkkmk

kTtkTt
tt

mT

m

k

a
m

a
k

m
m

m
a 1

11
)!()!1(

)(1)()1(
)(1

!
)1(1

1
1

+ 

  + 
⎥
⎥
⎦

⎤
+−+−

− +
))1((1))1((

!
)1( 1

a
m

a

m
TmtTmt

m
 

 = ∑
+

=
+ −+

−−
−

+ 1

0
1 )!1(!

)(1)(
)1(

1 m

k

a
m

ak
m
a kmk

kTtkTt

T

m  

 = fm(t) 

và đó chính là điều phải chứng minh.    ο 
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Định lý 5.4 còn chỉ rằng fm(t) nhận giá trị cực đại tại aT
m

2
1+ .  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Quay lại vấn đề chính là nội suy dãy hàm trọng lượng từ các giá trị mẫu 
xk , k=1, 2, … , N. Gọi )(~ tx là hàm nội suy theo phương pháp B−spline với 
hàm B−spline gốc fm(t) bậc m thu được bằng cách “dán” các hàm B−spline 
gốc này lại với nhau sao cho )(~ tx  đi qua các điểm mẫu xk . 

Để trong mỗi khoảng nội suy cục bộ có được nhiều hàm fm(t) tham gia, 
ta sẽ dịch fm(t) sang trái một khoảng τ = aT

m
⎥⎥

⎤
⎢⎢

⎡
2

, trong đó ký hiệu ⎡x⎤ chỉ một 

số nguyên nhỏ nhất nhưng không nhỏ hơn x, sao cho hàm  nhận được (hình 
5.6) 
 )(

~
tfm = fm(t+τ) 

t 

−2Ta 2Ta 4 Ta −Ta 

f3(t) 

Một khoảng nội suy cục bộ 

t 

)(
~

0 tf

Ta 

1

aT  

t 

)(
~

1 tf

− Ta Ta 

t 

2 Ta 

Hình 5.6: a) Hàm B−spline 0
%f (t)  

  b) Hàm B−spline (t)f1
~

 

  c) Hàm B−spline (t)f2
~  

 d) Nội suy với hàm B−spline gốc bậc 3 

b) c) a) 

− Ta 

d) 

)(
~
3 tf

)(
~

2 tf
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có khoảng thời gian sống (gần) đối xứng qua 0 là ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎥

⎤
⎢⎢

⎡ +
⎥⎥

⎤
⎢⎢

⎡− aa T
m

T
m

2
1

,
2

. Vậy 

thì khi dán các hàm )(
~

tfm  này lại với nhau để có )(~ tx  ta được 

 )(~ tx = ∑
−

=
−

1

0
)(

~N

n
amn nTtfa ,     (5.19) 

với an , n=1, 2, … , N−1 là những tham số được xác định sao cho 

 )(~
akTx =xk , k=0, 1, … , N−1.    (5.20) 

Hàm )(
~

tfm  có tên gọi là hàm B−spline để phân biệt với hàm B−spline gốc 
fm(t). 

Thay (5.19) vào (5.20) rồi viết chung N phương trình (k=0, … , N−1) lại 
với nhau dưới dạng ma trận, ta sẽ có 
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⇒ a = A−1⋅ g        (5.21) 

và đó chính là công thức xác định vector tham số a cho hàm nội suy )(~ tx .  

Ví dụ 1: Xác định vector tham số a  cho )(~ tx được nội suy theo phương pháp 
B−spline bậc 1 từ các giá trị mẫu xk , k=0, 1, … , N−1.  

Từ định nghĩa )(
~
0 tf  xác định theo f0(t) ta có )(

~
0 tf = f0(t). Bởi vậy 

 )0(
~
0f =

aT
1  và )(

~
0 akTf ≡0   khi k  ≠0. 

Suy ra 
 an = Taxn ,  n=0, 1, … , N−1.    ο 

Ví dụ 2: Xác định vector tham số a  cho )(~ tx được nội suy theo phương pháp 
B−spline bậc 3 từ các giá trị mẫu xk , k=0, 1, … , N−1. 

Theo công thức (5.18) của định lý 5.4, hàm B−spline gốc bậc 3 là f3(t) có 
dạng 
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 f3(t) = ∑
= −

−−
−

4

0

3

4 )!4(!
)(1)(

)1(
4

k

aak

a kk
kTtkTt

T
 

do đó 

 f3(Ta) =
aT6

1 ,  f3(2Ta) =
aT6

4 ,f3(3Ta) =
aT6

1 , 

 f3(kTa)≡0  khi k≥4 hoặc k≤0. 

Với τ = ⎥
⎥

⎤
⎢
⎢

⎡
2
3 =2 suy ra được 

)(
~
3 aTf − =

aT6
1 , )0(

~
3f =

aT6
4 , )(

~
3 aTf =

aT6
1 , )(

~
3 akTf ≡0      khi  |k | >1. 

Vậy vector tham số a cần tìm sẽ là nghiệm của 
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⎜
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⎜

⎝
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14000
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1
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L

MMOMMM

L

L

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−1

0

Nx

x

M .  ο 

5.2.4 Sai số phổ của nội suy B−spline 

Trong phần này ta sẽ nghiên cứu sai số phổ của nội suy B−spline. Phép 
nội suy này thực chất chính là quá trình biến đổi một tín hiệu số thành tín 
hiệu tương tự (khối D/A) nhờ các khâu holding (hình 5.6a). 

Tại sao lại phải đặt ra vấn đề nghiên cứu sai số phổ của pháp nội suy?. 
Trong ngành toán số nói chung, khi không có cách nào có thể xác định được 
một cách chính xác hàm x(t) có khoảng thời gian sống hữu hạn và phải áp 
dụng những phương pháp gần đúng, người ta thu được )(~ tx và nó được xem 
như một kết quả xấp xỉ của x(t). Người ta sẽ rất thỏa mãn nếu như sai lệch 
giữa )(~ tx và x(t) trong khoảng thời gian được nội suy là không đáng kể, nói 
cách khác nếu )(~ tx nằm trong một “dải băng” ε nào đó của hàm cần xác định 
x(t) (hình 5.7) 

 
t

sup ⏐ )(~ tx − x(t)⏐< ε      (
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trong đó ε là một số thực dương đủ nhỏ. 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Đối với việc xử lý tín hiệu và nhận dạng thì vấn đề đặt ra có hơi khác 
một chút. Bên cạnh điều kiện (5.22) người ta còn phải quan tâm xem tín 
hiệu xấp xỉ )(~ tx có phản ánh thông tin tần số của x(t) một cách gần đúng sao 
cho có thể chấp nhận được hay không?. Tức là có tồn tại hay không một số 
thực dương η cũng đủ nhỏ để được 

 
ω

sup ⏐ )(
~ ωjX − X(jω)⏐< η    (5.23). 

Đây là một vấn đề khá lý thú. Đã không ít người đã ngộ nhận rằng ở bài 
toán nội suy spline hai điều kiện (5.22), (5.23) là tương đương. Sau đây, chỉ 
riêng trong bài toán nội suy B−spline, ta sẽ chỉ rằng sự ngộ nhận đó hoàn 

t 

  x(t), )(~ tx  
dải băng ε 

x(t)  

)(~ txHình 5.7: Yêu cầu về sai số nội suy. 

Khối D/A 

)(~ tx{xk} 
Nội suy 
B−spline 

x(t) 

Rời rạc tín hiệu 

a) b) 

t 

{xk} 

c) 

t 

d) 

t 

)(~ tx

Hình 5.8: a) Nội suy spline là một bộ biến đổi D/A. 
 b) Dãy tín hiệu số {xk}. 
 c) Tín hiệu liên tục thu được từ {xk} nhờ 

B−spline bậc 0. 
 d) Tín hiệu liên tục thu được từ {xk} nhờ 

B−spline bậc 1. 

)(~ tx
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toàn sai. Cụ thể là khi áp dụng nội suy B−spline bậc 2 hoặc 4 thì tồn tại 
những điểm tần số ω  mà tại đó sự sai lệch giữa )(

~ ωjX và X(jω) là vô cùng 
lớn [12]. 

Trước hết ta xem quá trình biến đổi x0, x1, K , xN−1 thành )(~ tx  bằng kỹ 
thuật B−spline được mô tả ở hình 5.8a như một khối D/A có tín hiệu đầu 
vào là hàm mở rộng xa(t)={xk} và tín hiệu ra là )(~ tx . 

Ký hiệu quá trình biến đổi xa(t) a )(~ tx đó là ánh xạ  T, thì do 

 T[xa(t)] = )(~ tx = ∑
−

=
−

1

0
)(ˆ

N

n
amn nTtfa  

và các hệ số a0 , a1, K , aN−1 có quan hệ tuyến tính với đầu vào x0, x1, K , 
xN−1 (xem công thức (5.19)), nên T có tính chất tuyến tính, tức là 

 T [αxa(t)+βya(t)] = αT [xa(t)]+βT [ya(t)] ; ∀α, β ∈R 

trong đó xa(t), ya(t) là hai tín hiệu đầu vào khác nhau. Điều này chỉ rằng 
khối D/A theo kỹ thuật B−spline là một khối điều khiển tuyến tính. 

Gọi G(s) là hàm truyền đạt của khối D/A đó. Vậy thì 

Định lý 5.5: Hàm đặc tính tần G(jω) của khối D/A theo kỹ thuật B−spline 
bậc m có giá trị là 

 G(jω) = 
)(

)(
~

ω
ω
jX

jX

a
= 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

− aTjm

m

m

m

ed

d
j

d

d

 1

1

1

ωω

ωω    (

Chứng minh: 

Theo công thức nội suy (5.19) ta có 

 )(
~ ωjX = ∑

−

=

−
1

0
)(

~ N

n

nTj
nm

aeajF ωω     (5.25) 

Ngoài ra, do tín hiệu liên tục tại đầu đầu ra )(~ tx cũng nhận các giá trị xk , k= 
0,1, ... , N−1 làm N giá trị mẫu nên theo định lý 2.3 và công thức (2.16) 
trong chương 2 ta đi đến 
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 TaXa(jω) = ∑
∞

−∞=
Ω−

l
aljX ][ )(

~ ω = ∑ ∑
∞

−∞=

−

=

Ω−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Ω−

l

N

n

nTjlnTj
nam

aaa eealjF
1

0
))((

~ ωω   

Nhưng vì ΩaTa=2π, nên 12 ==Ω nljnTjl ee aa π . Bởi vậy 

 TaXa(jω) = ∑∑
−

=

−
∞

−∞=
Ω−

1

0
))((

~ N

n

nTj
n

l
am

aealjF ωω   (5.26) 

Chia hai vế của (5.25) và (5.26) cho nhau ta được 

 TaG(jω) =
∑
∞

−∞=
Ω−

l
am

m

ljF

jF

))((
~

)(
~

ω

ω     (5.27) 

Mặt khác, từ định nghĩa về hàm B−spline gốc fm(t), ảnh Fourier Fm(jω) 
của nó sẽ là 

 Fm(jω) =
1 

 
1

+−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
m

a

Tj

Tj
e a

ω

ω
 

Do đó ảnh Fourier )(
~ ωjFm của hàm B−spline )(

~
tfm được tính như sau 

 )(
~ ωjFm = Fm(jω) ωτje = ωτ

ω

ω
j

m

a

Tj
e

Tj
e a

1 

 
1

+−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ − với τ = aT
m

⎥⎥

⎤
⎢⎢

⎡
2

. (5.28) 

Lại để ý tiếp 12 =kje π  với mọi k nguyên nên 

))((
~

am ljF Ω−ω =
π

ωτ
πω

ω

2
2

12 

 )(
1 ⎥

⎥

⎤
⎢
⎢

⎡+−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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jlTj
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Tlj
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= ωτ
ω

ω
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m
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Tj
e

Tlj
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 )(
1

+−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

Ω−
−  (5.29) 

Bởi vậy khi thay (5.28), (5.29) vào (5.26)  có 

 G(jω) =
∑
∞

−∞=
+

+

Ω−l
m

a
a

m

l
T

1

1

)(

1

1

ω

ω  = 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

Ω−

⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛

∑
∞

−∞=l a
am

m

m

m

l
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d

d
d

d

ωω

ωω
1

1

 (5.30) 

Xét riêng trường hợp m=0 thì từ (5.30) được 

 G(jω)  =
∑
∞

−∞= Ω−l a
a l

T
ω

ω 1
1     (5.31) 

Cũng với m=0 cho (5.25) 
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 )(
~ ωjX = ∑

−

=

−
1

0
0 )(

~ N
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nTj
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aeajF ωω = ∑
−

=
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−− 1
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e ωωτ

ω

ω
 

và cho phương trình (5.21) được an = Taxn (xem kết quả của ví dụ 1 trong 
mục 5.2.3). Do đó 

 ∑
−

=

−
1

0

N

n

nTj
n

aea ω =
44 344 21
)(

1

0

ω

ω

jX

exT

a

N

n

nTj
na

a∑
−

=

−  

Suy ra 

 )(
~ ωjX = )(

1  
ω

ω
ωτ

ω
jXe

j
e

a
j

Tj a−−  

hay G(jω) =
ω

ω

j
e aTj−−1       (5.32) 

So sánh (5.31) và (5.32) được 

 ∑
∞

−∞= Ω−l a
a l

T
ω

1 = 
aTje

j
ω−−1

    (5.33) 

Cuối cùng, thay (5.33) vào (5.30) ta sẽ có điều phải chứng minh. ο 

Bây giờ ta đi vào việc chính là xét sai số phổ sau khi tín hiệu rời rạc được 
chuyển đổi thành liên tục nhờ phương pháp B−spline và sẽ đưa ra kết luận 
sai số đó có chấp nhận được hay không?. 

Từ định lý trên ta suy ra: 

1) khi m=2 thì  G(jω) = 

3

2
 

2
 

sin

2
 

cos ⎟
⎟
⎟
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 (5.34) 

2) khi m=4 thì  G(jω) =
[ ]

5

2
 

2
 

sin

) cos(5
2
 

cos

6
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ω
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ω
ω

 (5.35) 

Hai công thức (5.34), (5.35) chỉ rằng hàm đặc tính tần G(jω) sẽ tiến tới 
±∞ tại các điểm tần số ωTa =(2k+1)π với k nguyên. Điều đó dẫn đến sự 
phân kỳ của )(

~ ωjX  tại những điểm tần số đó nếu sử dụng kỹ thuật B−spline 
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bậc 2 và 4. Theo kinh nghiệm, bao giờ người ta cũng chỉ dùng các hàm 
B−spline )(

~
tfm bậc 0, hoặc bậc lẻ. 

Ví dụ: Để minh họa ta xét một ví dụ. Cho tín hiệu 

 x(t) = te 3−  

Tín hiệu này có ảnh Fourier là 

 X(jω) =
ωj+3

1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Từ 8 giá trị tín hiệu xk = x(kTa), k = 0, 1, K ,7 và Ta = 0,2s  ban đầu 
người ta đã sử dụng hàm B−spline bậc i= 0, 1, 2, 3 để chuyển nó thành tín 
hiệu liên tục )(~ tx  theo công thức (5.19). Tiếp tục, người ta trích mẫu với chu 
kỳ lấy mẫu mới nhỏ hơn là Tb = 0,01s  để có 128 giá trị )(~~

bk kTxx = , k = 0,1, 

K ,127 rồi sử dụng dft() sẽ được )(
~

λΩjnX  với Ωλ = 4,9s−1. 

| )(
~

λΩjnX | 

nΩλ nΩλ 

nΩλ nΩλ 

10 20 30 40 50 

10 20 30 40 50 

10 20 30 40 50 

10 20 30 40 50 

| )(
~

λΩjnX | 

| )(
~

λΩjnX | | )(
~

λΩjnX | 

0,3 

0,2 

0,1 

0,3 

0,2 

0,1 

0,3

0,2

0,1

0,3

0,2

0,1

Hình 5.9: Minh họa sự ảnh hưởng của phép nội suy B−Spline vào kết quả nhận dạng. 

Nội suy với 
B−Spline bậc 0 

Nội suy với 
B−Spline bậc 1 

Nội suy với 
B−Spline bậc 2 

Nội suy với 
B−Spline bậc 3 
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Biểu diễn các giá trị | )(
~

λΩjnX |  đó theo n dưới dạng đồ thị có hình 5.9. 

Nhìn vào đường đồ thị  của )(
~

λΩjnX  ứng với i =2 ta có ngay được kết luận 

rằng phép nội suy B−spline bậc 2 là không thể sử dụng được trong việc 
nhận dạng phổ tín hiệu.     ο 

5.3 Ngoại suy 

Thuật toán nhận dạng hàm đặc tính tần G(jω) trình bày trong mục 2.3.1 

cho ra kết quả là dãy G(jnΩλ), n=0,1, K ,2M, trong đó Ωλ =
aTλ

π2  xác định 

độ phân giải của kết quả và λ phải là một số nguyên lũy thừa của 2 nhỏ nhất 
nhưng không nhỏ hơn 2N−1. Như vậy độ phân giải của kết quả phụ thuộc 
vào N là số các giá trị tín hiệu đo được, tức là vào khoảng thời gian quan sát 
các tín hiệu vào/ra T= NTa. Khi N càng lớn, độ phân giải của kết quả càng 
cao. 

Nhưng không phải bài toán nhận dạng nào trong thực tế cũng có khả 
năng đáp ứng được những điều kiện cần thiết cho phép thu được một kết 
quả có độ phân giải như ý muốn. Chẳng hạn do điều kiện khách quan không 
cho phép quan sát tín hiệu vào/ra trong một khoảng thời gian T đủ lớn (tín 
hiệu vào/ra là những quá trình ngẫu nhiên không dừng), nên số mẫu tín hiệu 
lấy được quá ít, kéo theo số lượng các giá trị tín hiệu nhận được không đủ 
nhiều để có thể phản ánh đầy đủ các thông tin cần thiết về đối tượng. Trong 
những trường hợp như vậy, thông thường người ta phải ngoại suy để tăng số 
mẫu tín hiệu thu được nhằm tăng độ phân giải cho kết quả. 

Có rất nhiều các phương pháp ngoại suy tín hiệu khác nhau. Song phù 
hợp hơn cả với bài toán nhận dạng có tín hiệu vào/ra ngẫu nhiên là phương 
pháp cực đại entropie. Bài toán ngoại suy entropie phát biểu như sau: Giả sử 
rằng trong khoảng thời gian quan sát [0, NTa) ta đã thu được dãy giá trị 
{xk}, với xk = x(kTa), k = 0, 1, K , N−1 của tín hiệu x(t). Vấn đề đặt ra ở 
đây là từ dãy gồm chỉ có N giá trị đó phải suy được ra những giá trị chưa có 
của tín hiệu nằm ngoài khoảng quan sát [0, NTa), tức là phải ngoại suy để 
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được xk với k≥N , sao cho cùng với những giá trị ngoại suy này lượng thông 
tin entropie của tín hiệu x(t) thu được từ dãy mới {xk}, k = 0, 1, K là lớn 
nhất. 

5.3.1 Cực đại entropie loại 1 

Gọi {xk}, k = 0, 1, K , N−1 là dãy gồm N giá trị tín hiệu đo được trong 
khoảng quan sát [0, NTa). Theo kết quả của mục 4.2.2 thì sai lệch giữa giá 
trị đo được xk và giá trị dự báo tuyến tính f

kx tính theo  

 f
kx = ∑

=
−−

an

k
knkxa

1
,  k = na , K , N−1   (5.36) 

sẽ có trung bình bình phương nhỏ nhất nếu bộ tham số a1 , a2, K , 
ana , K 

được nhận dạng theo phương pháp Yule−Walker. Cũng với bộ tham số này, 
đại lượng entropie loại 1 của tín hiệu 

 H1 = ∫
∞

∞−

ωω dSy )(ln       (5.37) 

có giá trị cực đại, trong đó mật độ phổ Sx(ω) của {xk} được tính bởi 

 Sx(ω) =
∑
=

−+
a

a
n

k

kTj
kea

K

1
1 ω

     (5.38) 

Như vậy, phép ngoại suy xk , k≥N  nào đó không làm thay đổi giá trị 
trung bình bình phương các sai lệch | xk − f

kx | cũng sẽ làm cho giá trị mật độ 

phổ (5.38) không thay đổi và do đó làm cho entropie H1 (5.37) giữ được 
được giá trị cực đại của nó. Nhận xét này đưa ta đến phép ngoại suy đó phải 
là: 

 xk = ∑
=

−−
an

k
knkxa

1
, k≥N      (5.39) 

Ta có được thuật toán ngoại suy cực đại entropie loại 1 các giá trị xk , 
k≥N  như sau: 



 

 231

1) Chọn bậc na mô hình AR mô tả tín hiệu x(t). Ta cũng có thể sử dụng kết 
quả bài tập 2 thuộc chương 4  để nhận dạng na. 

2) Xác định a1 , a2, K , 
ana từ {xk}, k = 0, 1, K , N−1 bằng các thuật toán 

nhận dạng tham số mô hình AR đã biết như Yule−Walker hoặc Burg. 

3) Thực hiện lần lượt với k = N, N+1, K công thức (5.39) để tính xk với 
k≥N . 

5.3.2 Cực đại entropie loại 2 

Bên cạnh thuật toán ngoại suy theo nguyên tắc cực đại entropie loại 1 
vừa trình bày ta còn có một hình thức ngoại suy cực đại entropie khác để 
xác định xk với k≥N  là đi từ công thức entropie loại 2: 

 H2 = − ∫
∞

∞−

ωωω dSS xx )(ln)(      (

Trước hết ta đặt vấn đề nhận dạng mật độ phổ Sx(ω) của {xk}, k = 0, 1, 
K , N−1, là với Sx(ω) nhận dạng được, giá trị entropie loại 2 H2 (5.40) sẽ 
lớn nhất. Tất nhiên mật độ phổ Sx(ω) có được đó phải thỏa mãn điều kiện 
biên 

 Sx(ω) = ∑
∞

−∞=

−

m

jmT
axa

aemTrT ω)(  

⇔ rx(mTa) = ∫
∞

∞−

ωω
π

ω deS ajmT
x )(

2
1     (5.41) 

trong đó rx(mTa) là các giá trị hàm tương quan của tín hiệu x(t) được tính 
theo công thức nhận dạng bias (2.45) hoặc unbias (2.47). Theo định lý 2.7 
của chương 2 thì chỉ số m trong điều kiện biên (5.41) chỉ cần chạy từ − N+1 
đến N−1 là đủ. 

Như vậy bài toán tìm cực đại cho (5.40) với điều kiện biên (5.41) vừa 
nêu là một bài toán tối ưu tĩnh và nghiệm của nó có thể được tìm một cách 
đơn giản theo nguyên lý của Lagrange. Trước hết ta lập hàm 
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 Q = H2 + ∑ ∫
−

+−=

∞

∞− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅−

1

1
)(2)(

N

Nm
ax

jmT
xm mTrdeS a πωωλ ω  (5.42) 

trong đó λm , m=− N+1, K , N−1 là những hằng số Lagrange. Sau đó ta đạo 
hàm hai vế của (5.42) theo biến Sx(ω): 

 
)(ωxS

Q
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rồi tìm điều kiện để đạo hàm đó bị triệt tiêu sẽ được: 

 )(ln1
1

1
ωλ ω

x

N

Nm

jmT
m Se a +=∑

−

+−=
    (5.43) 

⇔ Sx(ω) = ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝
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+−=

1

1
1exp

N
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jmT
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ae ωλ    (5.44) 

Vấn đề còn lại là xác định các hệ số λm , m=− N+1, K , N−1. Có nhiều 
cách xác định λm  với những ưu nhược điểm khác nhau. ở đây ta sẽ đi theo 
phương pháp của Wu giới thiệu trong tài liệu [18]. 

Nếu gọi {cm}, cm = c(mTa) là dãy các giá trị của hàm c(t) có ảnh Fourier 

 C(jω) = )(ln ωxS  

thì khi chuyển ngược công thức (5.43) sang miền thời gian sẽ có 

 ∑
−

+−=
−

1

1
)(

N

Nm
am mTtδλ = δ(t) + c(t) ,   (5.45) 

vì ảnh Fourier của δ(t−mTa) là ωajmTe . Do C(jω) là hàm thuần thực nên c(t) 
phải là một hàm chẵn, tức là c(t) = c(−t). Suy ra λm = λ −m . 

Viết lại (5.45) lần lượt cho t=mTa , m=0,1, K , N−1 được: 

− khi m=0: λ0 = 1+c0  
− khi m=1: λ1 = c1  

M 

− khi m=N−1: λN−1 = cN−1  
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và đó chính là những công thức xác định hệ số λm. Ta đi đến thuật toán nhận 
dạng mật độ phổ Sx(ω) của x(t) từ dãy {xk}, k = 0, 1, K , N−1 theo nguyên 
tắc cực đại entropie loại 2 như sau: 

1) Sử dụng hàm spec() đã giới thiệu trong chương 2 để xác định )(
~

λΩnSx  

n=0,1, K , λ−1 với λ=2N−1 và chỉ số Lag M=N−1. 

2) Tính C(nΩλ) = )(
~

ln λΩnSx , n=0,1, K , λ−1. 

3) Chuyển ngược dãy {C(nΩλ)} nhờ hàm invdt() để có {cm}, m=− N+1, 
K , N−1. 

4) Xác định λm =
01 khi 0

khi 1,   , 1

khi 0
m

m

c m

c m N

mλ−

+ =⎧
⎪ = −⎨
⎪ <⎩

L

        

        

        

. 

5) Tính Sx(ω) theo công thức (5.44). 

Tiếp tục, theo định lý 5.3 cho mật độ phổ Sx(ω), tức là: 

 Sx(ω) = 2)( ωjX
p

T
a

a  với  p = nÕu nhËn d¹ng bias ( )

nÕu nhËn d¹ng unbias ( )

 x a

x a

N r mT

N m r mT

⎧⎪
⎨

−⎪⎩

  

    
 

N. Wu đã đưa ra trong tài liệu [18] mối quan hệ giữa cm và xk khi x0 > 0 
như sau: 

cm =
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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Sử dụng quan hệ đó ta có được thuật toán ngoại suy xk , k≥N gồm các 
bước: 

1) Xác định )(
~

λΩnSx  n=0,1, K , λ−1 nhờ hàm spec()với λ=2N−1 và chỉ số 

Lag M=N−1. 
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2) Tính C(nΩλ) = )(
~

ln λΩnSx , n=0,1, K , λ−1 và chuyển ngược dãy 

{C(nΩλ)} sang miền thời gian nhờ hàm invdt() để có {cm}, m=− N+1, 
K , N−1. 

3) Ngoại suy xk lần lượt với k = N, N+1, K theo công thức 

 xk = ∑
−

=

−
1

0

k

m

mkm

k
xmc   với  cm=0 khi m≥N. 

5.4 Lý thuyết hàm mở rộng 

5.4.1 Định nghĩa 

Ngay đầu chương 2 ta đã khẳng định rằng nhờ có lý thuyết hàm mở rộng 
mà bản chất toán học của "hàm số" dirac �(t) mới được hiểu một cách chặt 
chẽ và tổng quát.  Khái niệm "hàm số" của �(t) ở đây không được đúng như 
định nghĩa toán học kinh điển của nó (nên nó được viết trong dấu ngoặc 
kép). Thực chất �(t) là một phiếm hàm (functional) liên tục, tuyến tính trên 
D� C�(R), hay còn gọi là một hàm mở rộng, trong đó C�(R) là ký hiệu chỉ 
tập hợp các hàm thực liên tục, có đạo hàm vô hạn lần trên R và D là một tập 
con của C�(R) gồm các hàm có thời gian sống hữu hạn, tức là hàm có 

 supp ϕ(t)={ t ∈R⏐ϕ(t) ≠ 0} 

giới nội. Ví dụ như hàm 
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1

exp
)( 22ϕ     (5.46) 

là một phần tử của D. Ví dụ này cũng chứng tỏ rằng D không rỗng. Theo thuật 
ngữ kỹ thuật thì hàm mở rộng được xem như là một quá trình biến đổi tín 
hiệu ϕ(t)∈D thành hằng số. 

Định nghĩa 5.1: Gọi D là tập con của C�(R) gồm các hàm có thời gian sống 
hữu hạn. Khi đó một phiếm hàm liên tục, tuyến tính r(t): D → R sẽ được 
gọi là hàm mở rộng nếu sự hội tụ ϕn(t)→ ϕ(t) của một dãy {ϕn(t)} bất kỳ 
trên D thỏa mãn: 
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a) với k ∈N tùy ý thì hợp của tất cả k miền thời gian sống suppϕn(t) của 
các hàm ϕn(t); n =1,2, ... , k cũng giới nội trên R, 

b) ϕn(t)→ϕ(t)  ⇔  
m

m

dt

d ϕn(t) → 
m

m

dt

d ϕ(t) ; ∀m nguyên và m ≥ 0, trong đó 

m

m

dt

d là ký hiệu của đạo hàm bậc m của một hàm thường (hội tụ đều), 

Tập hợp tất cả các phiếm hàm liên tục, tuyến tính trên D được ký hiệu 
bằng D' (hay không gian đối ngẫu). Khái niệm hội tụ trên D là cần thiết, vì 
chỉ khi đó chúng ta mới có được định nghĩa về sự liên tục của một phiếm 
hàm trên D. 

Định nghĩa 5.2: Một hàm mở rộng r(t)� D' có các phép biến đổi giống như 
một tích phân 

 D∈∀⎯⎯ →⎯ ∫
∞

∞−

)( ; )()()( )( tdtttrt tr ϕϕϕ    (5.47) 

được gọi là hàm mở rộng đều (regular). 

Chú ý rằng dấu tích phân trong công thức (5.47) chỉ có ý nghĩa hình thức. 
Nó được sử dụng ở đây để nói rằng r(t) có các phép biến đổi, như phép 
cộng, phép lấy đạo hàm K , giống các phép biến đổi của một tích phân, chứ 
bản thân nó không phải là một tích phân theo nghĩa toán học thông thường 
như tích phân Riemann hay tích phân Lebesgue. 

Xét hàm Heaviside 1(t). Với tích phân 

 ∫ ∫
∞

∞−

∞
∈∀∞

0

)( ;   < )( = )()(1 D ttdttt ϕϕϕ  

thì rõ ràng hàm Heaviside 1(t) cũng là một hàm mở rộng đều. Từ đó suy ra 
mọi hàm thực khác, nếu liên tục từng đoạn và bị chặn, thì cũng được xem như 
là hàm mở rộng đều, tức là cũng thuộc D'. 

Định nghĩa 5.3: Một hàm mở rộng đều r(t), nếu ∫
∞

∞−

 )()( dtttr ϕ = 0 
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a) với mọi ϕ(t)=0 có a≤t≤b  thì được gọi là có miền xác định a≤ t≤b  
(đồng nhất bằng 0 ngoài khoảng kín [a ,b]), 

b) với mọi ϕ(t)=0 có t∉[a ,b] thì được gọi là đồng nhất bằng 0 trong 
khoảng kín [a ,b]. 

Định nghĩa 5.4: Hàm mở rộng dirac �(t) là một hàm mở rộng đều thỏa mãn 
tính chất 

 dttt )()( ϕδ∫
−

∞

∞

= ϕ (0) , ∀ϕ(t)∈D.    (5.48) 

Từ nay về sau hàm mở rộng dirac �(t) sẽ được gọi đơn giản là hàm delta. 
Với mọi hàm ϕ(t)∈D có ϕ(0) = 0 thì 

 dttt )()( ϕδ∫
−

∞

∞

= ϕ(0) = 0, 

do đó mà hàm delta, theo định nghĩa 5.4, có thời gian sống hữu hạn (miền xác 
định của hàm delta chỉ chứa có một điểm là 0). 

Định nghĩa 5.5: Đạo hàm 
dt
dr  của hàm mở rộng đều r(t) là một hàm mở 

rộng đều của D' thỏa mãn 

 ∫
∞

∞−
 )(

)(
dtt

dt
tdr ϕ = − ∫

∞

∞-
 

)(
)( dt

dt
td

tr
ϕ , ∀ϕ(t)∈D.  (5.49) 

Với định nghĩa này thì mọi hàm liên tục từng đoạn và bị chặn đều có đạo 
hàm (còn gọi là đạo hàm tổng quát, hay đạo hàm Sobolew), mặc dù theo ý 
nghĩa đạo hàm kinh điển, đạo hàm của chúng có thể không có hoặc không 
xác định tại một hay nhiều điểm.  

Ví dụ : Theo định nghĩa 5.5 thì từ 

 ∫
∞−

∞
dttt )()(1 ϕ&  = − ∫

∞

0

)()(1 dttt ϕ& = − ∞
0

)(tϕ  

   =ϕ (0) = ∫
∞

∞−
 )()( dttt ϕδ ,  ∀ϕ(t)∈D. 

ta có ngay được đạo hàm (tổng quát) của hàm Heaviside và nó chính là hàm 
delta �(t). Tiếp theo, đạo hàm )(tδ& của hàm delta sẽ có giá trị là 



 

 237

 ∫
∞

∞−
dttt )()( ϕδ& = − ∫

∞

∞−
dttt )()( ϕδ & = )0(ϕ&− .   ο 

5.4.2 Tính chất 

Do trong khuôn khổ áp dụng vào kỹ thuật thường chỉ làm việc với hàm 
mở rộng đều, nên từ nay về sau, một hàm mở rộng đều sẽ được gọi ngắn 
gọn là hàm mở rộng. Từ định nghĩa 5.2 có: 

a) Tổng của hai hàm mở rộng r(t) = r1(t)+r2(t) là một hàm mở rộng và 
được xác định như phép tính tổng của một tích phân, tức là 

  )()(∫
∞

∞−
dtttr ϕ =  )()( + )()(

-
21∫ ∫

∞

∞−

∞

∞
dtttrdtttr ϕϕ  

với mọi ϕ(t)∈D. 
b) Phép tịnh tiến một khoảng thời gian τ trên trục thời gian của hàm mở 

rộng r(t) cho ra một hàm mở rộng r(t−τ) và được biểu diễn thành 

 ∫ −
∞

∞−
dtttr )()( ϕτ = ∫ +

∞

∞−
dtttr )()( τϕ . 

c) Hàm mở rộng  r(at), a∈R được xác định từ r(t) nhờ phép biến đổi 

 ∫
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∞−
dttatr )()( ϕ = ∫ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛∞

∞−
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a
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ϕ)(
1 ,  ∀ϕ(t)∈D. 

d) Tích r(t)γ(t) của hàm mở rộng r(t) với hàm thường γ(t)∈C�(R) cũng là 
một hàm mở rộng và được xác định bởi 

 [ ]∫
∞

∞−
dttttr )()()( ϕγ = [ ]∫

∞

∞−
dttttr )()()( ϕγ    (5.50a) 

Vế phải hoàn toàn có nghĩa, vì γ(t)ϕ(t)∈D. 
e) Nếu trong công thức (5.50a) ta thay hàm delta δ(t−Ta) vào vị trí của 

hàm mở rộng r(t) và tín hiệu x(t), liên tục tại Ta  vào vị trí của γ(t) thì 
sẽ có được công thức lấy giá trị tín hiệu x(t) tại thời điểm Ta như sau: 

 [ ]∫ −
∞

∞−
dtttxTt a )()()( ϕδ = )()( aa TTx ϕ = ∫ −

∞

∞−
dttTtTx aa )()()( ϕδ  (5.50b) 
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Tín hiệu x(t) ở đây không cần phải có đạo hàm vô hạn lần như γ(t), mà 
chỉ cần là một hàm thường và liên tục tại Ta là đủ. Sau này, khi mà 
khái niệm tín hiệu đã được định nghĩa một cách rõ ràng và sự nhầm 
lẫn giữa một tín hiệu với một hàm mở rộng hoàn toàn có thể bị loại bỏ 
thì công thức (5.50b) sẽ được viết ngắn gọn thành 

 )()( aTttx −δ = ).()( aa TtTx −δ     (5.50c) 

Ví dụ 1: Để làm quen với cách viết mới này, ta thử tính giá trị của tích 

dt
td

tx
)(

)(
δ . Trước hết, theo định nghĩa 5.5 về đạo hàm của hàm mở rộng (đều) 

thì 
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Từ đó, với định nghĩa 5.4, có 
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∞

∞−
dtt

dt
td

xdttt
dt

dx
)(

)(
)0()()(

)0( ϕδϕδ  

và cuối cùng, theo cách viết gọn của (5.50c) thì 

 .
)(

)0()(
)0()(

)(
dt

td
xt

dt
dx

dt
td

tx
δδδ

+−=    (5.50d) 

Từ công thức (5.5d), với x(t)=t, có được phương trình lý thú sau: 

 )(
)(

t
dt

td
t δδ

−=       (5.50e) 

Ví dụ 2: Gọi r(t) là một hàm mở rộng, 
dt

tdr )(  là đạo hàm của nó. Giả sử tiếp 

tồn tại ảnh Laplace R(s), )(
~

sR  của chúng, tức là 

 R s r t e dtst( ) ( )= −

−∞

∞

∫  và )(
~

sR = ∫
∞

∞−

− dte
dt

tdr st)(  

Vậy thì từ định nghĩa 5.4 có 
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 )(
~

sR  = ∫ ∫
∞

∞−

−
∞

∞− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
dssdte

dt
tdr st )(
)( ϕ = −

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥−∞

∞
−

−∞

∞

∫∫ r t
d
dt

s e ds dtst( ) ( )ϕ  

  = s r t e dt s dsst( ) ( )
−∞

∞
−

−∞

∞

∫∫
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
ϕ = sR(s).   ο 

f) Cho trước hai hàm mở rộng r1(t) và r2(t). Tích chập r1(t)*r2(t) của 
chúng được hiểu là 

 [ ]∫ ∗
∞

∞−
dtttrtr )()()( 21 ϕ = ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ +

∞

∞−

∞

∞−
dtdtrtr ττϕτ )()()( 21  (5.51) 

Tuy nhiên, cần phải xét xem khi nào thì tích phân bên phải của (5.51) 
có nghĩa (tức là tích phân có tồn tại hay không?, theo nghĩa hàm mở 
rộng và khi đó tích chập cũng sẽ là một hàm mở rộng). Nói cách khác 
là phải xét xem, khi nào thì có được 

 ∫ +
∞

∞−
ττϕτ dtr )()(2 ∈D. 

Căn cứ theo định nghĩa 5.3, sẽ có được điều kiện này, nếu như tồn tại 
một miền giới nội sao cho r2(t) đồng nhất bằng 0 ngoài miền đó, hay 
r2(t) có thời gian sống hữu hạn. Ngoài ra, theo định nghĩa 5.2 thì tích 
chập có tính giao hoán r1(t)*r2(t) = r2(t)*r1(t), bởi vậy tích chập hai 
hàm mở rộng cũng sẽ là một hàm mở rộng, nếu ít nhất một trong hai 
hàm mở rộng có thời gian sống hữu hạn. 

Cho một hàm mở rộng r(t). Vì hàm delta có thời gian sống hữu hạn 
nên giá trị của tích chập r(t)*δ(t) cũng là một hàm mở rộng và 

 ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ +

∞

∞−

∞

∞−
dtdttr ττϕτδ )()()( = ∫

∞

∞−
 )()( dtttr ϕ  , ∀ϕ(t)∈D  (5.52a) 

nói cách khác 

 r(t)*δ(t)= δ(t)*r(t) = r(t)     (

Như vậy, không gian D' với quan hệ tích chập có δ(t) là phần tử đơn 
vị. Cũng từ công thức (5.51) dễ dàng chứng minh được rằng 

 r(t)*δ(t−t0) = r(t−t0).      (
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g) Khái niệm giới hạn của một dãy hàm mở rộng cũng được xây dựng 
thông qua dấu tích phân. Giả sử có trong D' một dãy hàm mở rộng 
{rn(t)} hội tụ tới r(t), tức là rn(t) → r(t) khi n → ∞, thì sự hội tụ đó 
được hiểu theo nghĩa 

 ∫
∞

∞−∞→
dtttrn

n
)()(lim ϕ ∫

∞

∞−
dtttr )()( ϕ , ∀ϕ(t)∈D  (5.53) 

(hội tụ đều). Nhớ đến định lý của Steinhaus: "Nếu E là một không gian 
Banach, F là một không gian chuẩn và Tn : E → F là một dãy ánh xạ 
liên tục tuyến tính thoả mãn TxxTn

n
=

∞→
lim  với mọi x∈E thì  T cũng liên 

tục, tuyến tính", có được r(t)∈D', hay r(t) cũng là một hàm mở rộng. 

5.4.3 Toán tử Fourier mở rộng 

ở mục 5.4.1 và 5.4.2 ta đã đề cập đến những khái niệm cơ bản về hàm 
mở rộng từ định nghĩa, tính chất, cho tới các phép biến đổi được xây dựng 
trên giả thiết rằng chúng đều. Những khái niệm trên hoàn toàn có thể được 
xây dựng một cách tương tự cho không gian Rn, tức là với các hàm ϕ 
∈C∞(Rn) và có thời gian sống hữu hạn. Tuy nhiên, để có thể áp dụng được 
chúng vào việc mô hình hóa và phân tích hệ thống, phục vụ điều khiển kỹ 
thuật trong miền phức (nhất là các hệ suy biến - singular systems), thì vẫn 
còn thiếu khái niệm về ảnh Fourier của hàm mở rộng mà trong một vài tài 
liệu khác nhau còn được gọi là Toán tử Fourier mở rộng. 

Cho trước một hàm mở rộng r(t). Giả sử tồn tại R(jω) là ảnh Fourier của 
r(t). Nếu như R(jω) cũng là một hàm mở rộng thì với mọi hàm ϕ(ω)∈D phải 
có 

 ∫
∞

∞−
ωωϕω djR )()( = ωωϕω ddtetr tj )()(∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫

∞

∞−

∞

∞−

− = ∫
∞

∞−
dtjttr )()( φ , (5.54a) 

trong đó φ(jt) là ảnh Fourier của hàm số ϕ(ω) và cũng phải thuộc D, tức là 

 φ(jt) = ∫
∞

∞−

−  )( ωωϕ ω de tj ∈ D.    (5.54b) 
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Chú ý rằng dấu tích phân trong công thức (5.54b) và tích phân trong dấu 
ngoặc vuông của công thức (5.54a) chính là tích phân của toán tử Fourier 
liên tục và là tích phân toán học thông thường (tích phân Riemann), trong 
khi các tích phân còn lại chỉ là một ký hiệu của hàm mở rộng đều.  

Định nghĩa thì rõ ràng như vậy, nhưng nếu có câu hỏi được đặt ra rằng 
R(jω)≠0 có tồn tại hay không? (theo nghĩa hàm mở rộng), thì ta có thể trả lời 
ngay được rằng với những giả thiết đã được xây dựng cho đến nay R(jω) 
không thể tồn tại được, vì φ(jt) không thuộc D. Hàm φ(jt)≠0 có đạo hàm vô 
hạn lần giống như ϕ(ω), nhưng thời gian sống là vô hạn (ảnh Fourier của 
một hàm có miền xác định giới nội sẽ xác định trên toàn bộ trục số), bởi vậy 
φ(jt)∉D. Nhớ lại phép biến đổi Fourier thông thường đã được trình bày 
trong chương 2 thì khi hàm ϕ(ω) có suppϕ(ω) giới nội, ảnh Fourier φ(jt) của 
nó sẽ có suppφ(jt) gần như là toàn bộ trường số thực, nói cách khác thời gian 
sống của φ(jt) hữu hạn khi và chỉ khi ϕ(ω)≡0. 

Bởi vậy, để có thể có được R(jω) thì cần phải mở rộng D. Ta xét tập E 
của tất cả các hàm của C�(R) nhưng bây giờ không bắt buộc là phải có thời 
gian sống hữu hạn mà chỉ cần tiến tới 0 khi t → ±∞ nhanh hơn bất cứ một 
đa thức nào khác của t−1. 

Định nghĩa 5.6: Một hàm mở rộng (đều), xác định trên E với 
a) D ⊂ E , 
b) Sự hội tụ của một dãy {ϕm(t)} trên E được định nghĩa như trên D , 

c) )(lim tt
n

t
ϕ

∞→
= 0 với mọi n nguyên, 

được gọi là hàm mở rộng yếu. Tập hợp tất cả các hàm mở rộng yếu 
được ký hiệu bằng E'. 

Định nghĩa 5.7: ảnh Fourier R(jω) của hàm mở rộng yếu r(t) cũng là một 
hàm mở rộng yếu và được xác định từ r(t) như sau: 

 ∫
∞

∞−
ωωϕω djR )()( = ∫

∞

∞−
dtjttr )()( φ , ∀ϕ(t)∈D,   (
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trong đó φ(jt) là ảnh Fourier của hàm số ϕ(ω). 

Từ nay về sau ký hiệu F sẽ được sử dụng chỉ toán tử Fourier, 
φ(jω)=F{ϕ(t)} chỉ  ảnh Fourier của ϕ(t) và mọi hàm mở rộng (đều) được nói 
đến là hàm mở rộng yếu. 

Bây giờ, giả sử rằng r(t) là một hàm thường có ảnh Fourier, tức là tồn tại 
F[r(t)]. Với ký hiệu dm  để chỉ phép lấy đạo hàm bậc thứ m của một hàm 
mở rộng và do r(t) cũng là một hàm mở rộng nên theo định nghĩa 5.5 và 5.7  
có được 

 ∫
∞

∞−
dtjttrdm )()( φ = ∫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫−

∞

∞−

∞

∞−

− dtde
dt
dtr tj

m

m
m ωωϕω )()()1(  

Suy ra 

   F [dm r(t)] = ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ −

∞

∞−

∞

∞−
dtde tjjtr m ωωϕωω )()()(  

   = ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫

∞

∞−

∞

∞−

− ωωϕω ω ddtetrj tjm )()()( , 

hay nói cách khác 

 F [dm r(t)] = (jω)m F[ r(t)]. 

Cũng tương tự như vậy cho dm{ F[ r(t)]} có 

 [ ]∫
∞

∞−
ωωϕ dtrdm )()(F  = ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫

∞

∞−

∞

∞−
ωωϕ

ω
ω ddtetr

d
d tj

m

m
)()(  

    = ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫−

∞

∞−

∞

∞−
ωωϕ ω ddtetrjt tjm )()()(  

Suy ra 
 dm{ F[r(t)]} = F [(jt)mr(t)] . 

Tổng quát lên cho E' ta đi đến: 

Định lý 5.5: Với một hàm mở rộng r(t)∈E' có 
a) F [dm r(t)] = (jω)m F[ r(t)],  
b) dm{ F[ r(t)]} = F [(jt)m r(t)] . 
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Bên cạnh định lý về ảnh của đạo hàm cũng như đạo hàm của ảnh, ta còn 
có kết luận nữa về ảnh của tích chập cũng rất cần thiết trong nhận dạng được 
phát biểu như sau: 

Định lý 5.6: Giả sử r(t), r1(t), r2(t) ∈E' , thì 
a) F [r(t−T)] = F [r(t)] e−jωT  và 
b) F[r1(t)*r2(t)] = F[r1(t)]F[r2(t)] nếu tồn tại tích chập [r1(t)*r2(t)]. 

Chứng minh: 

a) Vì 

 ∫ −
∞

∞−
dtjtTtr )()( φ = [ ]∫ +

∞

∞−
dtTtjtr )()( φ = ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫

∞

∞−

∞

∞−

+− dtdetr Ttj ωωϕω )()( )(  

nên 

 F [r(t−T)] = ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ −

∞

∞−

∞

∞−

− dtde jttre Tj ωωϕωω )()( = ∫
∞

∞−

− dtjttre Tj )()( φω  

và đó là đ.p.c.m. thứ nhất. 

b) Do phép tính tích chập có tính giao hoán, nên sẽ không mất tính tổng quát 
nếu được giả thiết thêm rằng r2(t) có thời gian sống hữu hạn. Khi đó, cùng 
với (5.51) có 

 F[r1(t)*r2(t)] = [ ]∫
∞

∞−
dtjttrtr )()(*)( 21 φ = ( )∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫ +

∞

∞−

∞

∞−
dtdtjrtr ττφτ ()()( 21  

áp dụng công thức toán tử Fourier cho cho φ(j(t+τ)) được 

 F[r1(t)*r2(t)] = ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

+− dtddertr tj τωωϕτ ωτ )()()( )(
21  

và cuối cùng là điều phải chứng minh thứ hai 

 F[r1(t)*r2(t)] = ∫
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫

∞

∞−

∞

∞−

−
∞

∞−

− ωωϕττ τωω dderdtetr jjt )()()( 21  θ 

Từ định lý trên với r1(t)=δ(t) dễ dàng thu được 

 F[r2(t)] = F[δ(t)]F[r2(t)] hay F[δ(t)] = 1. 
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ở đây 1 phải được hiểu là một hàm mở rộng. Bằng lời, định lý 5.2 còn được 
diễn tả thành: "ảnh của tích chập, nếu chúng tồn tại, chính là tích của hai 
ảnh". 

Do F là một isomorphism trên E và ảnh Fourier R(jω) của một hàm mở 
rộng r(t) được định nghĩa nhờ ảnh của hàm ϕ(ω)∈E nên điều ngược lại cũng 
đúng: "ảnh của một tích bằng tích chập của hai ảnh, nếu tồn tại tích chập 
đó", tức là 

 F[r1(t)r2(t)] = 
π2
1 F[r1(t)]*F[r2(t)]    (5.56)

Khác với định lý 5.6, ở công thức (5.56) còn có thêm hệ số 
π2
1  do định 

nghĩa về toán tử Fourier ngược sinh ra. Có thể dễ dàng kiểm chứng lại tính 
đúng đắn của công thức (5.56) tương tự như đã làm với định lý 5.6. 

Nếu ϕ(t)∈E, thì tồn tại ảnh Fourier φ(jω) của nó. Xuất phát từ công thức 
của toán tử Fourier ngược đối với hàm ϕ(t) có được 

 ϕ(0)= ∫
∞

∞−
ωωφ

π
dj )(

2
1  

  = ∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫

∞

∞−

∞

∞−

− ωϕ
π

ω ddte tt j)(
2
1  = ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∫

∞

∞−

∞

∞−

− dttde tj )(
2
1 ϕω
π

ω  

Do đẳng thức trên đúng với mọi hàm ϕ(t) thuộc E (tức là cũng đúng với 
mọi hàm ϕ(t)∈D) nên theo định nghĩa 5.4 về hàm δ(t) sẽ thu được 

 δ(t) = ∫
∞

∞−

− ω
π

ω de tj
2
1 = ∫

∞

∞−
ωω

π
dt)cos(

2
1 = ∫

∞

∞−
ω

π
ω de tj

2
1  (5.57a) 

để ý rằng ở đây đã sử dụng công thức e−jωt = cos(ωt) − jsin(ωt) (công thức 
Euler) và sin(ωt) là hàm chẵn. Từ đây suy ra 

 δ(t) = ωω
π

dt)os(c
2
1

∫
∞

∞−
= ∫ =

− ∞→∞→

a

a aa t
at

dt
π

ωω
π

)sin(
lim)cos(

2
1

lim  (5.57b) 

Các công thức (5.57a) và (5.57b) là hai trong những công thức rất cơ bản, 
được sử dụng nhiều trong các công việc nghiên cứu và ứng dụng khác nhau 
của hàm δ(t). 
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Câu hỏi ôn tập và bài tập 

1. Hãy chỉ rằng hàm đặc tính tần G(jω) của khối D/A theo kỹ thuật 
B−spline bậc 0, 1,3 là những hàm bị chặn, tức là |G(jω)|<∞ với mọi ω. 
Từ đó có thể rút ra được một kết luận chung nào không về các khối D/A 
theo kỹ thuật B−spline bậc lẻ?. 

2. Nếu áp dụng phương pháp nội suy dãy tín hiệu đo được {xk} thì khoảng 
tần số nhận dạng G(jω) sẽ được mở rộng. Ngược lại phương pháp ngoại 
suy {xk} lại có tác dụng tăng độ phân giải, tức là tăng số các giá trị 
G(kΩN) tính được trong khoảng tần số cố định (giảm ΩN). ở những 
trường hợp nào, khi áp dụng cả hai phương pháp nội và ngoại suy dãy 
{xk} mà lại không làm tăng độ phân giải của kết quả?. 

3. Chứng minh rằng ảnh Fourier X(jω) của một hàm chẵn x(t) là một hàm 
thực. 

4. Chứng minh rằng ảnh Fourier X(jω) của một hàm lẻ x(t) là một hàm 
thuần ảo. 
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