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Tóm tắt: Để có thể nâng cao được chất lượng điều khiển 
cần cẩu treo, cần thiết phải có mô hình toán đủ chính xác 

mô tả nó. Bài báo này trình bày mô hình phi tuyến các loại 
cẩu treo khác nhau, từ 2D tới 3D và từ loại đơn giản có 1 tín 
hiệu vào đến loại có nhiều tín hiệu vào. Những mô hình cẩu 
treo của bài báo đều được chuẩn hóa chung các biến trạng 
thái, giúp cho chúng có được tính thống nhất trong áp dụng 
các phương pháp điều khiển sau này.  

Từ khóa: Cẩu treo; Cẩu giàn; Phương trình Euler-
Lagrange; Hệ thiếu cơ cấu chấp hành. 

Abstract: To improve control performance of gantry cranes 

are needed sufficient precise mathematical modele. This 
article presents various nonlinear modele of gantry cranes, 
such as 2D or 3D model and modele of crane with one input 
or of complicated ones with multi-inputs. All obtained 
modele, undepended on the kind of cranes they describe, 
have the same definition of states variables, which allows 
applying of common control method afterwards. 

Keywords: Gantry cranes; Overhead cranes; Euler-

Lagrange equation; Underactuated systems. 

1. Đặt vân đê 

So với nhiều chủng loại cần cẩu khác nhau như cẩu 
tháp (tower/rotary crane), cẩu cánh tay đòn (boom 
crane)... thì cẩu treo (gantry/overhead crane) là loại 
được sử dụng rất phổ biến trong công nghiệp. Nó được 
dùng để vận chuyển, bốc dỡ hàng tại các bến cảnh, 
nhà kho. Cẩu treo có nhiều dạng khác nhau, từ đơn 
giản đến phức tạp. Hình H1 là loại cẩu treo giàn, loại 
gặp khá nhiều tại các bến cảng. Nó gồm một xe cẩu 
chạy được theo hai chiều trực giao với nhau trong mặt 

phẳng ( ,  )x y . Lực đẩy được tạo bởi hai động cơ đẩy 

độc lập với nhau. Trên xe cẩu còn có một động cơ thứ 
ba là động cơ dùng để tạo moment quấn tời, điều 
chỉnh độ dài dây buộc hàng phía dưới. Loại cẩu treo 
đơn giản hơn được hiểu là loại mà xe cẩu hàng chỉ 
chạy theo một chiều nằm ngang (x  hoặc y ) bởi một 

động cơ đẩy. Tất nhiên tính linh hoạt trong bốc dỡ, 
vận chuyển hàng của loại cẩu treo này là kém hơn, 
song lại tiện ích hơn về nhiều mặt ở những môi trường 
hẹp, có chiều vận chuyển hàng cố định theo một 
phương, chẳng hạn như ở các dây chuyền sản xuất 
trong nhà máy, vị trí chuyển đổi hàng giữa các băng 
tải trong nhà kho.... Tất cả các loại cẩu treo trên đều có 
tên gọi chung là gantry crane (cẩu giàn) hay overhead 
crane (cẩu treo). 

Mặc dù đã xuất hiện từ khá lâu và được dùng rất nhiều 
trong công nghiệp [13], song vấn đề điều khiển cần 
cẩu treo, cải tiến chất lượng vẫn chuyển, bốc dỡ hàng, 
định hướng nhanh, an toàn và chính xác, tiết kiệm 

năng lượng, vẫn là bài toán thời sự, cho kể cả tới ngày 
hôm nay. Hàng năm vẫn có nhiều lời giải cho bài toán 
điều khiển cầu treo được công bố, tuy vậy tính thích 
nghi, tính bền vững của những lời giải này là rất hạn 
chế và ta hoàn toàn có thể khẳng định rằng còn lâu nữa 
mới có thể có được lời giải hoàn thiện cuối cùng đáp 
ứng được mọi yêu cầu chất lượng điều khiển đặt ra của 
bài toán điều khiển cần cẩu treo. 

Giống như mọi bài toán điều khiển khác, để phân tích 
được chất lượng hệ thống và thiết kế được bộ điều 
khiển cho cần cẩu cẩu treo, ta cần phải có mô hình 
toán của nó. Ứng với mỗi loại cẩu treo lại có nhiều mô 
hình toán khác nhau mô tả nó, trong đó thường sử 
dụng nhất vẫn là hai loại, mô hình trạng thái và mô 
hình biến khớp Euler-Lagrange. Cho mỗi loại mô hình 
sẽ có các phương pháp phân tích và thiết kế bộ điều 
khiển thích hợp khác nhau. 

 

H1: Cẩu treo/cẩu giàn 

Trong khi số lượng các phương pháp ứng với mô hình 
trạng thái là khá phong phú, trải khắp các yêu cầu về 
chất lượng điều khiển khác nhau, song kích thước bộ 
điều khiển thu được lại khá lớn, thì với mô hình Euler-
Lagrange, các phương pháp phân tích và điều khiển 
thường gọn hơn, nhưng lại chủ yếu tập trung cho lớp 
hệ đủ cơ cấu chấp hành. 

Riêng với hệ cẩu treo, mặc dù lại là hệ Euler-Lagrange 
thiếu cơ cấu chấp hành, song ta vẫn có thể chuyển về 
bài toán phân tích và điều khiển hệ con, đủ cơ cấu 
chấp hành trong nó [2],[4],[5], nên có thể nói dạng mô 
hình Euler-Lagrange ở đối tượng cần cẩu treo có ưu 
thế hơn. Bởi vậy bài báo này sẽ tập trung chủ yếu vào 
việc xây dựng mô hình Euler-Lagrange, mô phỏng và 
đánh giá chất lượng của mô hình, cho hệ cần cẩu treo. 

Cho tới nay cũng đã có nhiều công bố về kết quả mô 
hình hóa dạng Euler-Lagrange cho hệ cẩu treo dưới 
nhiều hình thức khác nhau, chẳng hạn như ở [9],[12] 
là mô hình 2 chiều một đầu vào, xấp xỉ tuyến tính, ở 
[7],[8] là mô hình 3 chiều 2 đầu vào, ở [4] là mô hình 
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3 chiều 3 đầu vào .... Tuy nhiên, tất cả các dạng mô 
hình Euler-Lagrange đó lại không thống nhất với nhau 
ở việc chọn các biến trạng thái trong hệ cũng như các 
giả thiết kèm theo cho việc xây dựng mô hình. Do đó 
mặc dù chúng có thể là tương đương, song việc 
chuyển đổi từ dạng này sang dạng mô hình khác sẽ 
gặp khá nhiều khó khăn. Điều này kéo theo hệ quả là 
những phương pháp phân tích và điều khiển sau này, 
một khi được xây dựng cho dạng mô hình nào, thì chỉ 
có thể ứng dụng được đúng cho mô hình đó. 

Vì vậy ở bài báo này, chúng tôi đã đặt ra nhiệm vụ là 
phải xây dựng mô hình Euler-Lagrange cho các loại 
cẩu treo, có thể khác nhau về số chiều chuyển động 
của cẩu hay số các tín hiệu đầu vào, song luôn nhất 
quán và thống nhất với nhau về các biến trạng thái độc 
lập quy định trong hệ cũng như những giả thiết được 
sử dụng trong quá trình xây dựng mô hình. 

Khi xây dựng các mô hình thì chúng tôi đã giả thiết 
các hệ thống dây buộc hàng đều có thể thay bằng một 
dây cứng, không trọng lượng. 

2. Mô hình cẩu treo chuyển động theo 

một phương nằm ngang 

Hình H2 là sơ đồ mô tả cấu trúc cơ khí của hệ cẩu treo 
chuyển động theo một phương nằm ngang duy nhất. 

 

 

 

 

 

 

 

Hệ gồm có xe cẩu với khối lượng cm  chạy trên một 

xà đỡ nằm ngang. Lực đẩy ( )u t  cho xe cẩu được lấy 

từ động cơ, giữ vai trò như một cơ cấu chấp hành. 
Dưới xe đẩy có một tời quay chỉnh độ dài l  của dây 
cáp buộc hàng. Hàng được nối với xe cẩu ở đầu dây 

cáp có khối lượng là hm . Khi có lực đẩy u  tác động 

vào xe cẩu, xe sẽ chạy trên xà đỡ nằm ngang một 
quãng đường là x  và dưới tác động của lực quán tính 
trong quá trình chuyển động, hàng buộc ở đầu dây sẽ 
dao động. Dao động đó của hàng được biểu diễn bằng 
góc lắc   giữa dây buộc hàng và phương thẳng đứng 

z . 

2.1 Mô hình 2D một đầu vào 

Mô hình 2D được hiểu là mô hình mô tả hệ cẩu treo 

một phương ở hình H1 khi mà dao động của hàng hm  

chỉ nằm trong mặt phẳng ( , )x z . Tiếp theo, mô hình 

2D một đầu vào được hiểu là mô hình 2D của hệ khi 

chỉ có tác động bởi lực 1( ) ( )u t u t=  vào xe đẩy, còn 

không quan tâm tới sự thay đổi độ dài l  của dây treo 
hàng trong quá trình điều khiển. Nói cách khác, l  là 
hằng số trong suốt quá trình điều khiển.. 

Sử dụng ký hiệu ,  h hx z  về tọa độ của hàng được 

chiếu lên trục x  và z , ta có (hình H2): 

 
sin

cos

h x

h

x x l x l

z l





= + = +

= −
 (1) 

Ký hiệu tiếp J  là moment quán tính của hàng, ta sẽ có 
hàm mô tả động năng E  và thế năng V  của hệ như 
sau: 
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Từ đây, hàm Lagrange L E V= −  cho hệ sẽ là: 

2 2

2

1 1
( , ) ( ) ( ) cos

2 2

1
       cos

2

c h h h

h

L m m x m l m x l

J gm l

  

 

= + + + +

+ +

q q

trong đó: 

 (  , )Tx =q  (2) 

là vector các biến khớp trong hệ. 

Áp dụng công thức động lực học Euler-Lagrange [10]: 

 
( , ) ( , )

T T
d L L

dt

    
− =       


q q q q

q q
 (3) 

trong đó ,  
L L 

 q q
 là ký hiệu đạo hàm Jacobi của hàm 

nhiều biến, và vector tín hiệu điều khiển: 

 (  , 0)Tu=  

ta có: 

 

2
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Vậy khi sử dụng ký hiệu: 

xl  

z  

x  
l  

  

hm  

cm  
1u u=  x  

H2: Mô hình 2D một phương 
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0 sin
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thì phương trình trên trở thành: 

 ( ) ( , ) ( )
0

u 
+ + = =  

 
q q q q q g q M C  (4) 

với hai ma trận ( )M q , ( , )C q q  thỏa mãn các tính 

chất: 

− ( ) ( ) 0T= M Mq q  (5) 

− ( ) ( , ) ( , )T= +M C Cq q q q q  (6) 

Nói cách khác, hệ cẩu treo chuyển động theo một 
phương nằm ngang ở hình H1 là hệ Euler-Lagrange có 
vector của hai biến khớp (2) và một đầu vào, hay (4) là 
hệ hai bậc tự do và thiếu cơ cấu chấp hành. 

2.2 Mô hình 2D hai đầu vào 

Xét lại hệ cẩu treo chuyển động theo một phương nằm 
ngang trên xà đỡ cố định mô tả ở hình H2, nhưng bây 

giờ có hai tín hiệu tác động ở đầu vào là lực 1u u=  

đẩy xe cẩu có khối lượng cm  trên xà đỡ ngang và lực 

2u  tạo ra từ động cơ với khối lượng tm  đặt ngay trên 

xe cẩu để quấn tời buộc hàng. 

Từ lực 2u  tạo ra từ động cơ quấn tời độ dài l  của dây 

buộc hàng không còn là hằng số mà thay vào đó nó trở 

thành một biến ( )l t  của mô hình giống như ( )x t  và 

( )t . 

Như vậy, hệ cẩu treo ở hình H1 bây giờ là ba bậc tự do 
có ba biến khớp: 

 (  ,  , )Tx l =q  (7) 

Lại sử dụng các ký hiệu (1) về tọa độ của hàng chiếu 
lên trục x  và z , thì hàm động năng E  và thế năng 
V  của hệ khi độ dài dây buộc hàng ( )l t  thay đổi theo 

thời gian, ứng với tổng khối lượng c tm m+  của xe và 

động cơ quấn tời, sẽ là: 

 

2 2

2

2

1 1
( ) ( )

2 2

1
         ( ) ( cos sin )

2

1
         

2

cos

c t h h t

h h

h h h

E m m m x m m l

m l m x l l

J

V gm z gm l

   





= + + + + +

+ + +

+

= = −

+
 

Suy ra, hệ có hàm Lagrange L E V= − : 
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Lại sử dụng công thức động lực học Euler-Lagrange 
(3) giống như ở mục 2.1, nhưng với vector biến khớp 
(7) và vector tín hiệu đầu vào: 

 1 2(  ,  , 0)Tu u=  (8) 

ta sẽ có: 
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tức là có: 
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trong đó: 
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Ta thấy mô hình (9) trên cho hệ cẩu treo 2D hai đầu 

vào 1 2,  u u  cũng thỏa mãn các điều kiện (5), (6) của 

một hệ Euler-Lagrange. 

2.3 Mô hình 3D một đầu vào 
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Ở mô hình 3D, mặc dù xe cẩu chỉ chạy trên xà đỡ cố 
định nằm ngang, 
song dao động của 

hàng hm  sẽ theo cả 

ba chiều của toàn bộ 

không gian ( , , )x y z  

như mô tả ở hình 
H3. Tương ứng, góc 
lắc của hàng lúc này 
được biểu diễn bởi 
hai giá trị là góc   

so với trục z  và   

là góc so với trục x . 
Hệ chỉ có một đầu vào duy nhất là lực đấy 

1( ) ( )u t u t=  để xe cẩu có khối lượng cm  chạy dọc 

trên thanh xà cố định nằm ngang một đoạn đường là 
x . Độ dài l  của cáp treo hàng được giả thiết là hằng 
trong suốt quá trình cẩu hàng. 

Khi hàng được xe cẩu vận chuyển, do lực quán tính nó 
sẽ dao động xung quanh điểm trọng tâm của xe với 

những khoảng cách ,  ,  x y zl l l  chiếu lần lượt theo các 

trục ,  ,  x y z  tính từ tâm xe cẩu. Những khoảng cách 

này chính là tọa độ tương đổi của hàng so với tọa độ 
của xe cẩu và được xác định từ ,  ,  l   như sau (hình 

H3): 

 sin cos ,  sin sin ,  cosx y zl l l l l l    = = = −  (10) 

Từ các giá trị này, ta cũng có được đoạn đường mà 
hàng dịch chuyển được theo ba chiều ,  ,  x y z  dưới tác 

động của lực đẩy u . Từ đây ta có được hàm thế năng 
V : 

 cosh z hV gm l gm l = = −  

và hàm động năng E  của hệ: 
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Suy ra hệ có hàm Lagrange là: 
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Thay (11) vào phương trình Euler-Lagrange (3) thì với 
các ký hiệu: 
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trong đó 
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và các ma trận, vector hàm này cũng thỏa mãn các 
điều kiện cần phải có (5), (6) của một hệ Euler-
Lagrange. 

3. Mô hình cẩu treo chuyển động theo 

hai phương trực giao 

Đã có nhiều tài liệu trình bày về mô hình 3D một đầu 
vào, ví dụ [1,…,9] nhưng chúng rất khác nhau về quy 
định trạng  thái, thứ tự đầu vào. Mô hình được trình 
bày ở bài báo này sẽ có sự nhất quán với tất cả các mô 
hình ở chương 2. 

Khác với nội dung đã có ở mục II. trước đây cũng về 
hệ cẩu treo 3D hai đầu vào, thì ở đây, ta sẽ xét hệ cẩu 
treo có dạng cẩu giàn, tức là xe cẩu với khối lượng 

cm  sẽ di chuyển theo cả hai chiều x  và y  trực giao 

nhau trong mặt phẳng nằm ngang. Sự di chuyển đó 

được tạo ra bởi lực đẩy 1( )u t  theo phương x  và 

2 ( )u t  theo phương y  độc lập với nhau (hình H4). Hai 

lực đẩy này chính là hai tín hiệu đầu vào của hệ. 

Còn lại, khái niệm 3D ở đây cũng được hiểu tương tự 

như ở mục II.C, tức là hàng hm , dưới tác động của 

lực quán tính trong quá trình vận chuyển, sẽ dao động 

lắc lư theo cả ba chiều ( , , )x y z  trong không gian như 

mô tả ở hình H4. 
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Để đơn giản, trước tiên ta giả thiết trong quá trình cẩu 
hàng, chiều dài l  của dây treo hàng là hằng số. Nói 

cách khác, hệ chỉ có hai tín hiệu vào duy nhất là 1u  và 

2u . 

Xe cẩu di chuyển theo phương x  trên một thành xà đỡ 

có khối lượng xm . Như vậy, toàn bộ khối lượng được 

dịch chuyển dọc theo trục y  sẽ bao gồm cm  của xe 

cẩu, xm  của xà đỡ và hm  của hàng được vận chuyển. 

Khi đó, và cùng với các ký hiệu về độ sai lệch tọa độ 

, ,x y zl l l  của hàng đã có trước đây là công thức (10), 

sinh ra bởi dao động quán tính, ta sẽ có hàm động 
năng E  và thế năng V  của hệ như sau: 
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tức là hệ có hàm Lagrange L E V= − : 
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Thay hàm Lagrange trên vào phương trình (3) ta có 
với: 
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mô hình Euler-Lagrange của hệ như sau: 
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trong đó ,  q  được định nghĩa bởi (13) và: 
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Có thể thấy các ma trận ( ),  ( , )q q qM C  trên là thỏa 

mãn hai điều kiện bắt buộc (5), (6) của một hệ Euler-
Lagrange. 

4. Mô phỏng với MatLab 

Từ mô hình toán được nêu ở trên, bài báo tiến hành 
xây dựng mô hình cẩu treo 3D trên Matlab- Simulink 
phiên bản R2013a (Matlab2013a), với thông số kỹ 
thuật: 

− Khối lượng xà đỡ (bỏ qua) 
− Khối lượng xe cẩu (1 kg) 
− Khối lượng tải (10 kg) 

− Momen quán tính tải 
2 210 ( )Jkg  

Để đánh giá khả năng sử dụng mô hình này, bài báo 
thực hiện phép so sánh nó với mô hình 
“vrcrane_traj.xls” đã có trong Matlab2013a có cùng 
chức năng được sử dụng để mô tả cẩu treo 3D. Tuy 
nhiên mô hình “vrcrane_traj.xls” chỉ xét đến  trường 
hợp đặc biệt là tại 1 thời điểm bất kỳ, chỉ có duy nhất 
1 hướng chuyển động của xe cẩu theo trục x  hoặc y  

được tiến hành và góc lệch  ,   đủ nhỏ. Điều này có 

thể thấy rõ trong “vrcrane_traj.xls” bởi sự xuất hiện 2 
thành phần trên trục x  và y  trong mô hình có cấu 

trúc hoàn toàn giống nhau. Cả 2 mô hình nói trên đều 
sử dụng 1 hệ thống điều khiển vị trí theo trục x  và y  

của xe cẩu, thực tế dựa vào hệ thống truyền động gồm 
2 động cơ điện 1 chiều giúp dịch chuyển xà đỡ và xe 
cẩu. 

Bài báo tiến hành 2 mô phỏng chính: 
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2u  
cm  

H4: Mô hình 3D hai phương 
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− Lượng đặt vị trí được thể hiện như hình H5 cho 
thấy sự tách biệt 2 chiều chuyển động giúp so 
sánh mô hình xây dựng của bài báo và mô hình 
đã có trong Matlab. 
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H5: Vị trí đặt của xe cẩu khi tách biệt hai chuyển động 

− Lượng đặt vị trí như thể hiện ở hình H6 cho thấy 
sự phối hợp 2 chiều chuyển động dựa vào mô 
hình mô phỏng được xây dựng giúp thu được vị 
trí chuyển động của tải. 
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H6: Vị trí đặt của xe cẩu khi phối hợp hai chuyển động 

Kết quả mô phỏng cho thấy chất lượng bám tốt giữa 2 
kết quả được hình thành từ 2 mô phỏng khác nhau 
(theo Matlab2013a và mô hình do bài báo xây dựng) 
đối với vị trí tải như thể hiện ở hình H7, H8. 

Chất lượng bám rất tốt đó chứng tỏ trong trường hợp 
riêng khi tách biệt 2 chuyển động tịnh tiến thì có sự 
tương đương giữa mô hình 3D tổng quát được xây 
dựng trong bài báo và mô hình từ Matlab2013a. 
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H7: So sánh vị trí của tải  theo trục x khi tách biệt hai chuyển động 
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H8: So sánh vị trí của tải  theo trục z khi tách biệt hai chuyển động 

Khi xét đến trường hợp tổng quát có sự phối hợp giữa 
2 chuyển động tịnh tiến (ví dụ như lượng đặt vị trí 
được nêu ở hình H6) thì mô hình cẩu treo từ Matlab 
không còn phù hợp, và tiến hành mô phỏng dựa vào 
mô hình của bài báo thu được vị trí tải như hình H9. 
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H9: Vị trí của tải  theo trục x, z khi phối hợp các chuyển động. 

5. Kết luận 

Bài báo đã trình bày việc mô hình hóa các loại cẩu treo 
khác nhau (từ 2D tới 3D, từ loại đơn giản có 1 tín hiệu 
vào đến loại có nhiều tín hiệu vào) và đưa ra 1 mô 
hình mô phỏng tổng quát khi xét đến sự phối hợp giữa 
các hướng chuyển động. Mô hình được xây dựng là tin 
cậy, thể hiện qua những kết quả mô phỏng trong 
trường hợp riêng (H5, H7, H8) khi đem so sánh với 
mô hình  “vrcrane_traj.xls” đã có trong 
Matlab2013a. Mặc dù ảnh hưởng của các yếu tố bất 
định về tham số (mômen quán tính,…) cũng như nhiễu 
tác động bên ngoài chưa được xét đến trong bài báo 
nhưng mô hình này hoàn toàn có thể được sử dụng cho 
những nghiên cứu sau này khi có sự can thiệp của bộ 
điều khiển thích nghi, bền vững . 
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